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Introduction

Principe de I'altimétrie

DYNAMIC TOPOGRAP HYI
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Introduction

La Terre est un corps déformable

La Terre est un corps déformable (de rigidité voisine de celle du fer) :
@ propagation d’ondes sismiques (comportement élastique),
o ellipticité due a la rotation (comportement quasi-fluide).
o ...

La gravito-(an)élasticité permet de modéliser les déformations d'un corps sphérique
auto-gravitant, a symétrie sphérique, de comportement (an)élastique, isotrope et sans
rotation.

Dans le cas de I'altimétrie, les déformations de la Terre solide interviennent de 2 fagons :

o déplacements en surface, et notamment du fond des océans,

@ variations du potentiel gravifique de la Terre, et donc influent sur I'orbite des
satellites.
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Gravito-(an)élasticité SVEIHENEEN

Perturbations Eulérienne et Lagrangienne

Soit une particule matérielle de position initiale 7, sa position a tout instant t est :
X(F,t) = F+ d(F,t) ol i est le déplacement de 7
X(F, t) est inversible, donc on peut trouver une relation 7= (X, t)
Soit une quantité physique :
@ F(X,t) : description eulérienne (spatiale),
o f(F,t) : description lagrangienne (matérielle).
On passe de 'une a l'autre par F(X,t) = f (F(X, t), t) et f(F,t) = F (X(F, t), t).
Si F et f évoluent au cours du temps :
F(x,t) = F(X,0) + AF(X, t)
f(r, t) = F(r,0) + 6f(7, t)
On a AF(X,t) = Af (F(X, t), t) variation eulérienne et 0f(r,t) = §F (X(r, t), t) variation

lagrangienne.

Si les déplacements et les variations sont faibles, on peut relier (linéarisation) les
variations eulérienne et lagrangienne :

SF(F,y) ~ AF(F,t) + G.VF(7,0)
VD



Gravito-(an)élasticité SVEIHENEEN

Bases physiques de la dynamique

@ Conservation de la masse

0, =
£+V(pv):0

ot
@ Conservation de I'impulsion
Wl 749 z=p¥(©+V)+9E

avec ® auto-gravitation et V' potentiel externe excitateur (ex: marées). X est le
tenseur des contraintes.

© Equation de Poisson
Vo = —47Gp

Q@ Loi rhéologique
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Gravito-(an)élasticité SVEIHENEEN

Modeles rhéologiques linéraires

O Elasticité (compressible) © Kelvin-Voigt (incompressible)

o = 2uen + A (6[1’) 8w O = 2puen + 2néu
1z
@ Fluide Newtonien visqueux

incompressible
1
oh = Sk @ Standard linear solid (SLS)

@ Maxwell (incompressible)

€kl

Gty = 2(u1+u2)ék1+2'u1‘u2
2 2

ou + %Ukl = 2puén 2

2
J\/\/\/_D— 12
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Gravito-(an)élasticité SVEIHENEEN

Equations de la dynamique terrestre en parameétres lagrangiens

On pose :
I-x +AL
®=dy+ Ad
p=po+Dp
avec

AL =L - GVE,

Ap =dp— [J’.ﬁpg
Les fonctions a I'état de référence (o) ne dépendent que de r d’ol :

£, =Pl
- F
Voo = —go—
P
= dpo I
Vpo=——-
ro dr r
Et on remplace dans les 4 équations physiques de base, en négligeant les phénomeénes inertiels
2
(% =0)...
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Gravito-(an)élasticité SVEIHENEEN

Développement en harmoniques sphériques

On définit les y; comme les développements en harmoniques sphériques du déplacement
i, des tractions T et du potentiel & + V :

“+oo n
=" yia(r)Y7(0,X) + rysn(H)V Y0, ) + yr.n(r)V AFYT(0,0)

n=0 m=—n

+oo n
T=3" 3 a0 + an( )T YTO.N) + yo.u(r)T AFY(6,0)

n=0 m=—n

o+ V= Z Z y5,n(r)ynm(97)‘)

n=0 m=—n

dys,n
you(r) = 22D 4Gy ()
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Systeme des y;

Harmoniques sphériques

Y,°
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Gravito-(an)élasticité

Mouvements sphéroidaux et toroidaux

déformation sphéroidale (n=2, m=0)
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Systeme des y;
Systeme des y;

Pour les degrés n différents de O et 1, on obtient le systeme suivant:

. 2\ »n 1 An(n+1) y3
yr=- — Y2 + —
A+2u r A+2p A+2u r
. 4p(BX+2p) | v du oy 2u(BX+2u) ] y3  n(n+1)
y2 = | —4p = - = +n(n+1) |pg — =+ ya = p¥e
(X +2p)r r A+2p r (X +2p)r r
5 Y1 y3 ya
B=—-——+—=+—=
r r I
) 2u(3A +2p) ] n X oy 2 [)\(an +2n— 1) +2u(n® +n— 1)} V3 3 P
= (XN +2p)r r A+2up r (X +2u)r r ry4 ry5

y5 = 4mGpy1 + y6

. 3  nln+1)ys 2y
y6=747ern(n+1)7+¥f7—
r r r r

. Y7 Y8

y=—+—=

rooop

u(n2+n72)£_3ﬁ

r r r

yg =

yi(r) = cijyj(r) avec i,j = 1...6 : systéme sphéroidal,
yi(r) = cijyj(r) avec i,j = 7...8 : systéme toroidal.
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Systéme des y;
Modele de Terre

Preliminary Reference Earth Model
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(EVILRENEERISITM Nombres de Love

Nombres de Love de potentiel

On considére un potentiel perturbateur :
r n
V=3V () Yalo,x

Conditions aux limites :

@ surface libre : y>(a) =0 et ya(a) =0

o y5(a) + “ys(a) = 2LV, (voir annexes).

a

a) = h,—
yi(a) s
Vi
a)=I,—
y3(a) o

ys(a) = (1 + kn) Vi
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Gravito-(an)élasticité

Nombres de Love de potentiel

Potential Love numbers
07 L . . m .

0.6 n

0.5 4

0.4 4
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0.2 4

0.1 4

0.0

1 10 100

Harmonic degree
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(EVILRENEERISITM Nombres de Love

Nombres de Love de pression

On considére que la Terre est soumise a un champ de pression externe P,.
Conditions aux limites :

o y(a)=—Pnetys(a)=0
o ya(a) + 21ys(a) = 0

_ P,
a) = h,
yi(a) P
_ P,
a)=1I,
y3(a) =
- P,
a) = kn—
ys(a) or
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(EVILRENEERISITM Nombres de Love

Nombres de Love de surcharge

Si I'effet de pression est dii a une modification de masse, il faut alors ajouter I'effet
d'attraction ; on a alors la somme des deux effets précédents (potentiel et pression).

Une densité superficielle en surface de la Terrg o exerce une pression P = —gpo; on peut
déterminer le potentiel d’attraction comme V, = 23,‘531 Z—;. En faisant la somme des deux
effets, on introduit alors les nombres de Love de surcharge :

_ P, v, .V,
y1(a) = h, +h,— = hni
PTEO 80 8o
_ P, vV, .V,
y3(a) =1 +h— = lni
PTE8O 8o 80

- [3,7 ’ ’ ’
ys(a) = k”,T + 1+ k)V,=(1+k,)V,
T
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Gravito-(an)élasticité

Nombres de Love de surcharge

Load Love numbers
y ! .

-7 T T
1 10 100

Harmonic degree

(EOST/IPGS)



(EVILRENEERISITM Nombres de Love
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Déformations de la Terre Solide BYEIEESERIES

Potentiel de marées (1/2)

|AP|™! est la fonction génératrice des
polynomes de Legendre :

Lune, Soleil 1 1 +oo , "
Terre 1AP| =4 ;_0 (E) Pn(cos z)

avec z la distance zénitale et ¢ =~ z. - o
OP.OA 1 r
W = ﬁ(rdcosz) = TCOSZ
La force de marées Fy, est a différence entre

I'attraction par |'astre au point P et au centre o, obtient donc I'expression du potentiel de

de la Terre O. marées (défini a une constante pres) :

GM - GM -
Fu = PA— —_OA too o,
|APE"" " [OAP Wiy = % (£)" Palcosz)
On peut montrer que cette force dérive du =
potentiel suivant : La distance zénitale z dépend de la position
e M M .G ;ie :’astre.t(.déclc;naiscintélst angle horaire H) et
M = 4P| ~ Toap o’ e la position du point P.
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Marées solides

Déformations de la Terre Solide

Potentiel de marées (2/2)

S
= \\\4\5%&
d’'apres Pascoli, 1997.

On a la relation (trigonométrie sphérique) :
g LT .
cos z = cos (f — 6) cos 6 + sin (5 — 6) sin cos H
avec I'angle H = Hg — X\ comprendant la projection du mouvement de |'astre dans le plan
équatorial et la rotation propre de la Terre.
En ne retenant que le degré 2, et en supposant des trajectoires circulaires, on obtient :
2 i2
r 3sin“d—1
Wy = GMﬁ (Pgo(cos 0) 5 + R21(0, A\) sin § cos & cos Hg—
. . 1 5 1 5.
521(0, A) sin§ cos dsin Hg + R22(0>\)Z cos” § cos 2H¢ + 522(0)\)1 cos” §sin2H¢
Corrections Géophysiques 22 /39
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IS BN ERC U ER RS Surcharges (marées océani at here, etc.)

Déplacements verticaux
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D157 BV ERC SNBSS Surcharges (marées océaniques, atmosphere, etc.)

Surcharges superficielles

Déplacements verticaux annuels (amplitude)

Atmospheric loading
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IS BN ERC U ER RS Surcharges (marées océani at here, etc.)

Impact de la modélisation des surcharges sur les orbites Jason

NCEP-6hr -

mn

00 ©s 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Hydrology (GLDAS)

90 @5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 00 83 L 15 20 25 30 35 40 43 30 33 60

Fig. 6. RMS Radial differences on the Jason-1 orbit (from January 2003 to January 2005) due to each of the geophysical fields tested: (1) NCEP-6hr
(atmospheric gravity); (2) ECMWF-3hr (atmospheric gravity) + barotropic ocean (T-UGO); (3) Hydrology (GLDAS); (4) The total signal (ECMWF-
3hr + T-UGO + GLDAS).

d’aprés Lemoine et al. (2010).
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BV B ENER ST Surcharges (marées océaniques, atmosphére, etc.)

Marées solides et surcharge de marées océanique

Solid Earth tides (20120101 - 00) Ocean Tidal loading (20120101 - 00)
180" -90" 0' 90" 1g0° 0" 907 0 90" qg0"
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Déformations de la Terre Solide Rebond post-glaciaire

Nombres de Love visco-élastiques

Dans le cas général d'une rhéologie linéaire, on a une relation linéaire entre X, ¥ (tenseur
des contraintes), E et E (tenseur de déformation).

En prenant la transformée de Fourier, on a une relation linéaire entre X (w) et E(w).
Dans le domaine des fréquences, les équations et les conditions aux limites sont les
mémes (principe de correspondance).

On introduit les nombres de Love visco-élastiques :

V"(w)+l_7n( )Pn(w)+h( ) ( )

1,n — hn w
Y () &o P8 8o

Dans le domaine temporel, on obtient alors :

() |

n = ha(t) *
i, (t) p

Fa(t) + PPT“) - h(t) + Vg—(t)

ou "x" dénote la convolution temporelle, c'est-a-dire la mémoire visqueuse de la planéte.

Jean-Paul Boy (EOST/IPGS) Corrections Géophysiques 27 / 39



Modele de rebond post-glaciaire

Vertical displacement

Geoid height
o o

400 075 050 025 000 025 050 075 100
mmiyr

Modele ICE-5G (VM2) d’apres Peltier (2004)

| Boy (EOST/IPGS) Corrections Géopl




Déformations de la Terre Solide Rebond post-glaciaire
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Rotation terrestre Mouvement propre Eulérien

Théoreme du moment cinétique

=T

o |
""‘Il

ot H est Moment Cinétique dans un repére absolu, et I est le couple des forces
extérieures.
La Terre étant en rotation (2), le repére n'est pas abolu :

dH dH .
27 =22 He A
(dt)b <dt>,7L !

Le moment cinétique s'exprime en fonction du tenseur d'inertie / :

—

H=18

Pour une Terre ellipsoidale a symétrie de révolution :

A 0 0
1=l 0 A 0
00 C
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Rotation terrestre Mouvement propre Eulérien

Mode propre Eulérien

On cherche les modes propres de rotation, e.g. F=0;on pose

w1
Q= wo
w3+ 0

Avec w;j << §. Au premier ordre, on obtient le systeme suivant :
Awi + (C — A)Quw, =0
Ab; — (€ — A)Qw; =0
Cuws =0
On pose w = wy + iwy, avec i = +/—1 ; on obtient alors le systeme suivant
Aw —i(C—A)w =0
La solution est de la forme :

.C—A
Qt
w=uwoe A

soit un mouvement de période T = 2%&% = 304 jours.
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EEVTRETEESIEN  Cas de la Terre déformable : mouvement propre Chandlérien

Cas de la Terre déformable

On sait que la Terre est déformable, tout changement de la rotation (w1, w2, w3) va
déformer la Terre et donc induire des changements de son tenseur d’inertie. | devient
alors :

A+ cp C12 C13
1= C12 A+ 23
C13 C23 CHcs3

avec cj petit devant A et C. On pose ¢ = c13 + ic23 et w = w1 + iw2 ; au premier ordre,
on obtient I'équation :

A — i(C — A)Qw + ¢Q + iQ°c =0

On peut relier les éléments du tenseur d’inertie au potentiel de degré 2 (voir annexes).
3 3

a C a S

C13 = _k27V21 C3 = —sz\/zl

G G

ol V71 est le potentiel de rotation de degré 2 et d'ordre 1. En surface, on a les

. . Q 2 Q 2
expressions du potentiel V3 = —=3% et V3 = — =%,
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a5 o T dtfrme - aremvame: pee CiEmltiE
L.
Période de Chandler

On introduit classiquement le nombre de Love fluide kf. La différence entre C et A est
due a la rotation axiale et :

3 2.2
C—A:—hi(—ﬂa)

G 3

et donc on obtient :

ko
c=f

w
Q

et le systeme suivant :

: C-Ak\ ., C—A kY
w(l—i—Tk—f)—leT (1—k—f>_0

En posant a = %, on obtient un mouvement de pulsation af2 (1 — :—i), soit de
période d’environ 435 jours (ko = 0.3 et kr =~ 0.93).
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Rotation terrestre

Marée polaire observée

Cas de la Terre déformable :

mouvement propre Chandlérien

Pole coordinates (xp,-yp)
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-400

-500

-550,

mas

i .“U

Pole coordinate x

/

Ade3 AN 11

009 APR 24

1970.00

1980.00 1990.00

2000.00

2010.00
mas

~150.00 -50.00 50.00 150.00 2

50.00
x(mas) > towards Greenwhich 350

mas

d'apres I'lERS (http://hpiers.obspm.fr/)

A ce mouvement libre se rajoutent des

mouvements forcés (notamment annuels).

Pole coordinate y

1970.00

1980.00 1990.00

2000.00

2010.00
mas
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EEVTRETEESIEN  Cas de la Terre déformable : mouvement propre Chandlérien

Marées solides, surcharge de marées océaniques et marée polaire

mm

La Rochelle

400 + - -
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Ocean Tidal Loading
300

Pole tide
|

200

100

-100

-200 T T T 1
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Conclusion

Corrections géophysiques

o Les equations de la gravito-(an)élasticité permettent de modéliser les déformations
de la Terre Solide, pour des modeles de corps a symmétrie sphérique, auto-gravitant,
isotrope, sans rotation et de rhéologie (an)élastique linéraire.

@ Aux échelles de temps de quelques heures a quelques années, un modele élastique
est suffisant ; pour les longues périodes (rebond post-glaciaire), une rhéologie
visco-élastique est généralement adoptée ; la viscosité du manteau est toutefois
assez mal contrainte.

@ La prise en compte de la géométrie plus complexe de la Terre, on peut utiliser un
formalisme de perturbation (cas de I'ellipticité) ; pour la structure 3-D compléte
(anomalies de masse dans le manteau), il faut passer par des résolutions numériques
(éléments finis, .. .).

o L'ordre de grandeur des déplacements verticaux en surface est de plusieurs dizaines
de centimetres pour les marées solides, quelques centimétres pour les surcharges de
marées océaniques (décroissent avec la distance aux cotes) et la marée polaire. Ces
contributions sont prises en compte dans tous les traitements opérationnels
géodésiques.

@ Pour les autres charges (atmospheére, hydrologie, ... ), les amplitudes sont
centimétriques, mais observables (GPS notamment). Les déplacements horizontaux
sont, en gros, 5 fois plus faibles que les déplacements verticaux.
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Questions 7
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Annexes

Condition aux limites en potentiel : yg(a)

(a) _ Zn;,-l Vn

La déformation de la Terre peut s'interpréter comme une densité superficielle py1(a), et
donc introduit une discontinuité dans le champ gravifique :

oP

o (2 a’) - *( ") = —4nG (pxn(a))
Or &, = y5 — V), si on prolonge le potentiel & I'extérieur, on obtient alors (expression en
at):

00y 0 ((ys(a)fvn)f:*D

La discontinuité du champ gravifique s'écrit alors :

n+1

(vs(a) = Vi) — ys(a) + = Vf*47rG(py1(a))

En combinant avec la 5° équation du systeme des y; (y5 = 4w Gpy1 + ys), on obtient :

+1 2n+1
ys(a) = 2

yo(a) + V,
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Annexes

Lien entre produit d'inertie et potentiel gravifique de degré 2

Par définition, on a :

c13 = 7///pX1X3dV et V(r,0,) /// dv

7 est la fonction génératrice des polynoomes de Legendre :

+o0

% = %Z <rr> Pn(cos )

n=0
La formule d’addition donne :

Pa(cos ) = Pa(cos0)Pa(cost ) +2 3 % (Y,,’”(&, A)Y"m(e’,x'))
#0 '

Si on ne s'intéresse qu'au seul terme de degré 2 et d'ordre 1, on a alors

VS (r,0,)) = GYQ(Q)\)// (r) Yz 03)\)dv

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
orxi=r sinf cos\ et x3=r cosf , et Y3(0 ,\)=3cosf sind cos\, dob :

3

3
Ci3 = —% Vsi(a) et de méme 3= —% Vai(a)
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