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1. Rappels
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3. Méthode directe ( 2bruteforce?)

4. Méthode d’ analyse de séries temporelles
( methode 2 time - wise? )
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1. Rappels

GM o GM %QO o
Us—+a —¢-= akinf Rm(sinj )™
r |>O¥r el @ m=1 D
+| Lh
U, = cM EERQ a (G,,cosm +§,sinm )R(sin] )
el gm=0

Kim+Cim:Sm ad By : normalisés

+l I
speatre:  §(U)= & KipKim = & (G4 +SZ,) «— id avecerreurs

m=- | m=0
e S 5% _ A 5
Variancespar degré: Vi (U) =¢ T = A10° (Terg
el +1g | a=2




S METEL: dm{K.} = (L+1)?

Ex: L »120 (+ résonances...) 15000 inconnues  CHAMP

L » 150 (+ résonances...) 23000 inconnues GRACE
L » 300 90000 inconnues GOCE

+ parametres de marees oceaniques
+ ...

Calcul desfonctionnelles géodésiques F(U) =3 f, U,
Ex |

.anomaliede gravité (a | air libre) . f, = (I-1) / rg? 5

. hauteur du géoide/ dlipsoide (E) : f, = 1/g(rg,j ) 9(el ) sur (B




2. GENERALITES : LE PROBLEME INVERSE

IL DYNAMIQUE
_ £ :ZE(F’F’I’P) E :L.ﬁR(P) +non conserv.
M= (X ; ) i ( E i) =
— = E,..
lt, ), Flto) # E(t,)
INTEGRATION NUMERIQUE SOLUTION (8) ANALYTIQUE (5)
PRECISE (solution linéaire parfois suffisante)
(vérification locale des solutions analytiques) ; MOINS PRECISE
PEUDE CONNAISSANCE DES PERTURBATIONS ORBITALES COMPREEHENSIONDES PERTUREB ATIONS DE 1" ORDRE

E OBSERVATIONS|

q=fF.FL0) | 2
ou fla.7.4.6,0) ©
Az Pt y :

g : TOUT TYPE {range, Doppler,... )
REQUIERT : lincarisation — Ag

+ eg. aux variations (integ. num.)

: conditions initiales (orbite a £ )
: parameires dynamiques (physiques)

: parametres geometriques (e.g. stations) et autres param. phys.

Ag: AT AF (dans systéme orbital)
5”'11=5f:'12:-(5§U ) Al

st
ANALYSE DE SENSIEBILITE AISEE



ANALYSES DE SENSIBILITE

Potentiel gravitationnel du corps central (Teite)

* m = o : théories de Kozai, Brouwer, Deprit, Aksnes...

* m = o : théorie (linéaire) de Kaula (1963)

o +ch

i
U=R= [ ] Z ZFfmp ZGfpg(e)EKP{Imepg(Q w,M,0); Ko
f 2 m=a| p=0 Gg=

Fyypy < Dipy (Allam, Jeffreys, Vilenkin,...)
Gﬁpq <> X;;m (Hansen) : CV des séries tronquées : e < limite de Tisserand (0.6627... OK en géodésie)

Extensions a : . perturbations 3™, corps

. perturbations de marées (solides, océaniques, atmosphériques)
= Perturbations radiales (A7), tangentielles (A7), normales (AV):
- dérivation aisée : par développement linéaire

- pour ¢ = 0 : coincide avec dérivation a partir des équations de Hill (Schrama, Balmino, Sneeuw,...)

cf. CoursdeP. Exertier et de G. Métris




SOLUTION DUPROBLEME INVERSE ET ANALYSE DES COVARIANCES

EQUATIONS D’OBSERVATION

o {K, }E,m%L,L

Ak matrice de transfert (= de sensibilité/coefficients)
b i

b :  vecteur de différences ¢ — ¢ =Ag

e
= | Ax =b avec la matrice de poids IT=co @’ﬂ 5)

SOLUTION

Solution de norme r minimum (moindres carrés)

Ax-b "21'1 : min

= |Cx=d F.Q NORMALE
avee C=A TIA, d=A"TIb

cf

. Coursde
D. Coulot




SOLUTION DU PROBLEME INVERSE ET ANALYSE DE COVARIANCES (suite)

— = J%:[C+R]_1d
+

maitrice de régularisation (e.g. p.I

et covix)= cr§ C + RTI

wee 02 =48~ Ny - 1y

TRANSFERT DES COVARIANCES

y=Fx

— cov(y)=< ny = I cov(x)FT




3. METHODE DIRECTE (« BRUTE FORCE »)

e P obs '
q =f1g\r: F: I:Q ) éveniuellement q = rj: FJ;:'
_ Par intég. num.
ou f(7,7%lt,t,,0) ( Cf. Coursde
____________________________________________________________ > P. Exertier)

avec /', ¥, ¥ , ¥ : fonctions de P (param. de modéles de force) et de Z (conditions initiales)

LINEARISATION => EQUATION D'OBSERVATION

obs cal 7 DN
On compare {f a( obtenu a partir d’un modéle initial {Z oo Qo}

Au 1°T ordre en &Z_:Z_ZQ:MZP_PQ:AQZQ_ 0"

cal cal cal
Ag = obs qmg_ﬁq AZJFC?Q @Jrﬁq AQ (Eq. d°obs.)

&7 P 0

SOLUTION: Z] = Z , + AZ{,..> ITERATIONS avec quelques (P} L(Q ) en général



Exemple d ' equations d’ observation pour GRACE

o= |-

o =(rp- )01, (Ghp =Fp/1))
= fphase .(phase mes.) + ambiguité (par ensemble de mes. cont.)

Terre 1o = fooppler - (ND-Cycles)/(Tcompt.) + biais (e.g. par arc)

observables {

: b al _ A -
Distance rl% -ty » drp, =0, (dr, - diy)

| . ~ . . r; = r+ = r l:l\ _ _

mesureeS< » del 'intég. num. 12
. o { ’ } (o) ﬂ{r’r} K
A, fiy = LhI pping D10 D(PEXt

pour I'arc { i} EQ. aux variations

(intég. num.)

cf. CoursdeR. Biancale




CALCUL DES DERIVEES PARTIELLES

r gf : solution de

= F,F = fonct. de (f, r@ : W)

... simples 3 calculer

(1)



g

_ o
4 = vérifie donc le systéme linéaire :
W

W

[

dt

-5(8)-22)4

|

[ﬁ]f?’
v av
o

MW

] si W :Pk




avec

g:(t.)8.(t,) =Osiw=1un des P,

=0t wW=Z
| D(r;::f}:)

carcest | D(r,(2, ) 75(2, )

(2) est le systéme d’équations aux variations de (1).

. 59}7 /ﬁ(F, F) est commun 2 tous les systémes (‘?’w)

. Inté gration numérique accélérée :

|prédicteur seulement <> quadratre

Pour les 5 J » se fait aprés convergence sur les Z i (cond. init.) + quelques £ K

cf. CoursdeJ.C. Marty

5

(ex . coeff. forces de surfl)



RESOLUTION PAR ETAPES - PARAMETRES INTERNES ET EXTERNES

1. DECOUPAGE EN : * SATELLITES (un seul, ou plusieurs si 55T)

* ARCS : événements (e.g. manoeuvres)

modéles E rop imparfaits pour longs arcs (... pb. forces de surface)

* parfois types de mesures, si couverture satisfaisante pour chaque type (..ou pour tests,

validations)

2. INCONNUES : * Internes :  Z : cond. init. (du satellite, de chaque satellite...)

P C P : certains paraméires de forces (e.g. param. empiriques)
(' C ¢ 1 certains paramétres géométriques d’horloge, de systéme (e.g. biais, dérive
de 'Instrument, par arc)

e Externes : P — F', ¢ — ' communs 2 tous les arcs, satellites... et significatifs

—  SYSTEME D’EQUATIONS D’OBSERVATION
Ax=h (Ha) PAR ARC @ (... SAT., TYPE)

SYSTEME D’EQUATIONS NORMALES




EQUATION NORMALE PAR « ARC » & :
fa =
Cz'e Cee i xe de =

-1 S
= C;; : 1a détermination d’orbite (+ autres paramétres internes) est possible (%, , : solution a CV)

e Cerg o Cs"z Cs';l Cje )ﬂ, 'xa = (ai o Ce"‘z Cf';l df )a

o+ o+
ou: C, x, =d,

EQUATION NORMALE TOTALE

] =4

LZCE!J xe — Z dﬂ! ol C;I = d*
+ Hx =0 (régularisation)

5,=(C"+R) d
=c cuv(.xg )z r:.ri (C‘* + A )_1

[ £q par

cf. Coursde J.M. Lemoine
sur DYNAMO

avec o- = {Z (T, b, ~d, 5. )d %ﬁ}’ N, —n




4. METHODE D’ANALYSE DE SERIES TEMPORELLES (méthode « time-wise »)

Basée sur une théorie analytique linéaire

: B
GRAVITE &E(E): &Eo(‘f_fa )+ Zgi’m(Emfa:r)Kfm
&,m Cf. Coursde
Em = Z ?’mhjk(aoremlo)exl) i[ﬁ(ﬁ_g)+j a+k ] > P. Exertier
ok - ! G. Métris
Yhik
AUTRES FORCES PERTURBATRICES CONSERVATIVES : expressions similaires )

EQUATIONS D’ OBSERVATION: () Ag=AF, AF, AlF|, An,, AR, G;U

alors Ag= Z [Z Qﬂmhjk BXPfWhjk:|Kfm

£ | hik

2
... 4 condition d’aveir sousirait les effets dymamiques (sauf 7 i U ) des autres forces

(iiy ¢ = distance, Doppler, angle,... :
alors Ag = SO(I) J(r)zgmefm

fm

m. o1 (OX U1 (0)gh, — 75083, K

im

g) : opérateur de projection , ./ : jacobien r (F );’ E



PARTICULARITES DE LA METHODE POUR LES ORBITES QUASI-CIRCULAIRES (1)

"Observable" = A7, A7, Av, AF, é’EUfék’z,...

1. EQUATION D’OBSERVATION

L L .
8= 3 3 (S e,
m=a f=m k

avee Xy = Womp, (Kaula J+ ka /2, a # o pour Ay (... et1-2p=K)

RNV

H gg% : fonction des £, (;_jy/o et dérivées (fonctions de Pinclinaison de Kaula)

(cf. Schrama, et plusieurs autres auteurs...)

{u1a} i s€ries de Fourier du temps = METHODES « TIME-WISE »

Voir auss coursde F. Perosanz




Dn

dV=dr'12

Gr 0

e u .
%G U

6%n b

AVEC : {

COEFFICIENTS H %3 NP
) v
RO = bl +D)- 2
Cap Im,"2k brm(bin - 1) Perturbations
orbitales (non
agaEBQI = 2b (1 +1) - k(@+b2,) Séculaires) en
dag |m,"2k b2 (b2, - 1) . radial (1)
. tangentid (t)
agé_?g'l @+ Bym)(Emk-1~ Dimk-1) + @~ Bim)(Dimk+1 + Eimk+1) | . normal (n)
éag 2(1- bZ.)
2R§ — _ka - 2b(I+)+k@B+b2)
2 — = F |-kS| .
ag Im-—— 2 bkm(bkm 1) Perturbations de
2 . . .
distance et de vitesse relatives
. entre 2 satellites S, et
2na§59 E . sn ka k@+bZ,)- (+)by, S etS,
eag |m17 2 bkm(bkm 1)
S el ++2)u Termes diagonaux du tenseur
n2 &2 € (I+1+k2)u . -
Sag Iml ke ; gradient de gravité
2 @k~ (1+1)°¢ (composantes sur r ,t , n)
- d k cosl -
bim =Xim/N 3 Dimc=—F 1.k(1) , € Epy = TE )
d Im— 5 sinl |m7

|-k : pair danstouslescas, sauf pour Dn ou |-k est impair



PARTICULARITES... STe~o0 (2)

2. MATRICE NORMALFE :

N EEE;EEEJ;’”?) - LE Z ZIZH‘EIMI’;CI {CDS}Xklml (Ij) kz Hfzmzkz {C?;}szmz (If)

o ij (-5'.'53'.5') I S 2 s1

N EST BLOC-DIAGONALE (NEUMANN, 1798-1895)...

- 51 [ Kfm est ordonné : par C's, par S's (i.e. Re K's, Im K's)
par m, par £ pair/puis £ impair
N.., eNIN =1
4 orbite répétitive a i';gp jours : 77 = Ni — N 2T Nrgy *( rep? ND

Q-6 Pa+M

NeZ (sgndeQl—6)

* mesures équidistantes en temps : pas Af, et ¥, = (Tw / .&r) * n cycles
\

Ainsi "bloc-C™" = "bloc-S8™ (sauf m = o)

... PROPRIETE RE-DECOUVERTE ~ 150 ANS PLUS TARD PAR PLUSIEURS AUTEURS
(0. Colombo, E.J.O. Schrama, N. Sneeuw, . Balmino,...)

=N FORMEE ANALYTIQUEMENT, ET FACILE. A INVERSER ! (inversible si NV, >2 L, )



Structure dela t-===- Cim—---- et bRy Smr---- >

matrice normale N JEG L EL L TOlEL JES efc ———-
. !
P O L+1 I
AUl |
— "l n ! |
P | blocsavec| pair L2 P 0/ 1L 0 |
coli]) |
| | blocsavec | impair Lz |p OE}L_l | O
;Lo |
—— N
0 '
cC _Nn(E | & 2 h
Nii,m =N (C|1m‘ Ci,m) AN
(1,1, mémeparit¢)  |———————————— ﬁ —
< o PO,
|\Illlzm :N(Slm Szm) %{LOI
(id.) iz |P Oi}L—l 0
O | tafioli
T~
Chaque (sous-)bloc est | 2 N
évidemment symétrique I O S
| N
| 1




Formation analytique directe des termes non nuls

cc _Np g 1

|1|20 - 2
ZNEE (km)

|
[Hllok Hi ok + (-1 re(d Hi ok Hi,0-«

k
cc _nSSs _Np "g= 1
N om=Nim = 5 ka 2 [Hllmklemk]

Kin s Koo o | = inf(ly,]5) £ K £inf(ly,15)

l,- K,l,-k : parspour Dr,Dt,Dt,-Dt{,dV,G,,G;,Gp
impairs pour Dn

byvin £ bum £ byvax b limitations supplémentaires sur k

P»(dansles H i)

S (km) . | souvent pris constant (logigue dans cette formulation)
peut en fait dépendre de la frequence (i.e. de by, ) dans
une formulation fréquentielle
- cf. planche suivante




3.

PARTICULARITES... SIe~o0 (3)

UNE AUTRE MANIERE DE VOIR LA METHODE « TIME-WISE »

Ag = Alfle e
i m

AR(:EH) - %]H ggz)kewm (Q)Kf'm e [2] :sommation par 2
‘ £12

—»> ,
LES Aégg PEUVENT ETRE PRIS POUR OBSERVABLES AVEC LE BRUIT (COLORE) G,

U
EQUATIONS NORMALES: IDENTIQUES A L’APPROCHE PRECEDENTE,

MAIS AVEC Ot = O (frequence)

= F (erreur de mes. PSD)

RESOLUTION : Avec régularisation éventuelle (e.g.loienK/1?2)
Inversion par blocs




4. AVANTAGES

* Simplicité

PARTICULARITES... SIex o (4)

* Rapidité = solutions « quick-look »

5. INCONVENIENTS

+ Linéarisation

" ORBITE DE REF. DEFINITIVE

* Hypothéses non satisfaites (¢ » o, couveriure, géoméirie,...) ITERATIONS

*  Auires effets

;
Ph. encore ouverts, sauf 55- U




5. METHODE D’ANALYSE HARMONIQUE SPATIALE (« SPACE-WISE »)

PRINCTPE

_  Reconstimer mme fonction dn notentiel nerturhatenr. ¥ (7)) . sur ime sphére (g ) de ravon R+ HF . H : altitnde



FU) =

IPrédictiun de quantités résiduelles

fs =2 Héj.fﬁ

E(f —EXTfP) min

L espérance math. (/': processus stochastique)
erreurs (diag.)

> Ofs —lCUV(fS fp )J [CUV(ka .fﬁ zfc] B

I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
icw : fonction de covariance dépend du modéle initial (U 0)
I

| et des mesures

I
I
I
I
I
|
|
|
I
I
|
|
|
|

{vmsmage de s, }

. =
g F(U )f; colloc. ,Fi(U )SJ-' ou =+~

f P: : résidus/modéle : f Sj

— [F0); — 5, ~F U, )

K, +m.n.t. (topo) éventuellement



F(U) = perturbation d’orbite

Plusieurs approches :

*  Pbh. aux limites, mixte (Sanso et al.)

. (&? JAF )%r AF par dérivation —> potentiel perturbateur (Tscherning, Grafarend,...)

* Intégrale de ’énergie :

T —  (IU+8L) — terme dissipatif + wvar. temp. (L' + &L) = const.
* t
énergie tous les

cinétique  termes conserv.

— . iraitement « time-wise » (séries de L)

. iraitement « space-wise » : [/ = fonctionnelle sur (S )

Possibilité aussi de résolution directe: eg. d' obs. en chaque point ( sans
€g. aux variations) ... ® ég. normales( matrice pleine)




INTEGRALE DE L’ENER GIE

En repére inertiel: 7 — X = (X} )

E=j;i[£]=?[%f(f,z)+&ﬂ[ﬁ,zj]+F (1)
pot. terresire 1o cunfs:ew.

Mmoyen ({forces de surface)
SL7 = 3 corps (Sokil, Lune, planétes)
marees solides, océaniques, atmospheriques {(+ effets de charge)
autres variations temporelles (redisiribution de masses)

e 1 o . .
T=E|X ‘:Exkﬁ*keﬁﬂﬁx&:x& 2

H =T -7+ &) : hamiltoniensi =10

:&.{szﬁ_;fk'l' ﬂHXk+§I_H
it r:ijlfk r:?jf;,: Vs
__ﬁ[U+§Uij+ 5T i, AU+ 80T )
X, X, i
2 L@

AU+ 807 _ Ir

:Fka_ é‘i— Iﬂ...




|:> T_(U+§LI)=Z E FkadT—E ﬁ(U;&I)dT‘FEG 3)
k a

o

Inconnues : K, (/), E, (arc)

... 85 orbite pré-déterminée (par ex. : méthode dynamique réduiie)

SIMPLIFICATIONS

(@
o (ITRF/ICRF ) =~ %, (t —t,) si |t —t,| petit (ex:1 jour)
A @, {constant)
ST AU AL JU U di
~ avec: A=a—aylt-1,) = Z "5
gt 24 dt
X, L 2U By, 2U By
Ay =FCOSQ COSe JX| 9L BX, 9l B
X, =rcosgsina
2 @ - o, XE,;:-?_U_XI U
ax, ~lax,
XZ
Xy q !

4ridien central
( Greenwhich)



(i)
FU1(X, X3 )= Xy 5= AU O, Xy )= Fy s X

7o
s 107740 5

iy |AST) S| << |FT 1 G|
(10°¢ A 10* fois plus petit) ... mais par contre 507 < U

{3} se réduit done a :

U+ Ep= %|}i’|2 -y [ BXide+a,] (00 - X 0 )e

= apl% %, - Xy x))

— _
— | Ul i ol 5o X)-0U-3 [ R 2

* {4) est écrit en chagque point, dans le repere inertiel.
(X, (X, ) proviennent de la D.O.P.
.. airsi que &3 (ou mesuré par accélérométrie — et calibre)
* On peut egalement déterminer 5T



REMARQUE : Ecriture de I' intégrale en repere terrestre
(Préférée par certains auteurs)

re x=(x) o %‘XZ‘:%‘X2‘+%(WUX)2+X.(WUX)

X:X-I_WUX _1 [ J UJ] ) :(WYX X)J

U(X) ® U |— A

dU(X) ® dU(x) | | | 209

— _ @ WO(XlXZ - szl) == (W, X, X) aveC W :(; O -

F® f=(f) -
&Wo g

=- (W, X, X+w Ux) =- (W, X, X) - w.[xU(w UX)]

t
_%(WUX)Z-dU- df.()’(+WUx)]dt (4 bis)

P U +EO:%‘X2
b

N.B. lci: %(W Ux)* =%WO (X12+X§)



ANALYSE HARMONIQUE SUR UNE SPHERE

On se donne sur la sphére unité une grille réguliére de valemrs Fjj .

En projection sur la base des fonstions harmoniques sphériques de surface, on écrit :

N _ "y
F;:;(S}zz f:i’m{F-E’m(smﬁpk)Emj}; f. P : normalisés

L
l<k=K=n/Ap (=£__)
1<j<J=22/AAAA=Ap ou AA@, )=Ag®/(sing,,, —sing,)

On cherche les coefficients [,

1 : i
Fom :Ejﬁl Flp,A) B, (singp)e ™ d o,

1 Em £ J m
~ o 2 #)X oo,
Ty k=1 i=1




valeurs moyennes Fjg.=ii Fi:*jj :

By =(2/m)sinmAL/2 sim >08, =Adsim=0

. : facteur de de-lissage, enire 1 et ,'.'352, avec
P, =1
By = [Py (cosy )= pyy (cosy )|/(22+1)/(1- cosy )
r :polynome usuel de Legendre
cosy=1-A@Al/2x

Sl 2 :
Iy :_[%Jr i’ EEm(Slﬂ‘;P)CUSGPd‘{P {(par récurrences stables)

g . — el
ka 1
valeurs ponctuelles Eﬂm =1
g =1

f.i’m — F.Em (Slﬂ ﬂ_ﬁk)

Cy; = aire de la celluke (k)




i
Calcul de &£j; : Par récurrence a partir des F;;j :

o
::ij—ij
—ii.
H}:j :F;:JE ' J

avec : A =41g+(_}'—1f2)ﬁ,1

mo_ m—1 m—2
o; = ZCDS,R,}.{I;:- —

Logiciel : ANALHS

Cf. - Coursde J M Lemoine

- Polycopié {distribué en cours): “HARMONIQUES SPHERIQUES - ANALYSE HARMONIQUE
ET SYNTHESE HARMONIQUE SUR UNE SPHERE" ; G. Badmine (Mars 1991)






