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Premiere Partie

RESOLUTION EXPLICITE DES EQUATIONS

1. Résolution classique des équations normales :
. méthode de Cholesky

2. Resolution a partir des équations d ' observations :
. décomposition Q-R
(algos. . Householder, Givens)
. combinaison de décompositions




Solution des problemes de moindres carrés de grande taille

Systeme : m équations, n iINCONNUESS, M > N
Ax=Db ; matricedepoids: P

— AXx=Db ; A-PY¥A ; b

d.

P12

Solution par moindres carrés s.d.p.

1. Classique: | Equationsnormales. ATAx=ATb
——
puis decomposition de Cholesky de N = R’ . R

2. Par transformations orthogonales: | A= QR
Q: orthogonale, = Q,.Q,....Q. (r<n) andR= |} | (R=Ry)

Chague QT, : matrice de Householder ou Givens

Puis: RTy=ATb— y,et R x=y— X, et cov(x) = RyIR,T



v= (V) estun n-vector

Householder e, =[100...0]
u=v+el|lvl]le ; (e=+1sv,>0,e=-19v,<0)
H=1,-2uu/(uU'u) - Hv=-¢ellVv] g
= Symeétrie / sous-espace §, ,dim.= n-1, orthogonal au : Hu= -u; Hs=s (s §,)

Givens
Gij = dij [1+(c-1) (d; + de)] +(s-1) (d, de - 0 dj|)
avec C=V,/ (V2+VAV2 | s=v,/(v2+ VA2

= Rotationdans leplan{e,,e} : v, —>1; v;—> 0



Combinaison de matrices R
(= analogie avec combinaison de systemes normaux)

R _€Q bU_
SNTLIN b
ol Qo byt

G : plus adapté
R, ——=  |Qp Ry X=Dby,

etc ...




Avantages -inconvenients des deux methodes

Avantages |nconveénients

Eqg. normales + Cholesky

- facilités de programmation - temps de formation eq. norm.

- existence delogicielsen m n?/2 op. (+*)
bibliotheques « out-of-core » | - perte de précision (alaformation)
(+ Cholesky par blocs)

Eqg. d 'obsarv. + OR

- temps de calcul : m n? op.

- peu d ' expérience avec les
tres grands systemes

- programmation complexe
pour syst. derang r <n,
surtout en « out-of-core »

- grande précision




Seconde Partie

METHODES ITERATIVES ET SEMI-ITERATIVES
|- METHODES ITERATIVES GENERALES
1. Principes
2. Trois methodes générales
2.1. Jacobi (J)
2.2. Gauss-Saidd (G

2.3. Sur-relaxations successives (SOR)
- METHODES DE GRADIENT POUR SYSTEMES S.D.P.
1. Principes
2. Descente rapide (SD)

3. Gradients conjugués (CG)
4. Adaptation de CG aux problemes de moindres carrés

I11- APPLICATIONS:
1. Rappels
2. Méthode de Jacobi par blocs (BJ)
3. Gradients conjugués préconditionnes (PCG)
4. Adaptations de BJ et PCG au traitement direct des equations d ' observation

5. Méthodes BJ - comb et PCG - comb dans un contexte de parallélisation
Quelques remargues en conclusion



| - METHODES ITERATIVES GENERALES d

1. PRINCIPES
_~ 3
n-10°% 0%, 100, .. Attention ! Notations différentes
Ax=Db - A (nxn) , b(nx1),x (Nx1) dela l.ere partie

A = matrice normale

Calcul direct de Al : temps ~o (n?) + pb. Mémoire centrale vs. I/O

Supposons : M » A (apréciser) ; M simple (facileainverser)
X, donné (par ex. X, =M-1Db); onposex=x,+Dx

P MXx=Mx-Ax+b
= (M-A) (Xo* DX) + b= (M-A) X, + b + (M-A) Dx
D’oli: M x,=(M-A)X,+b (negligé)

M x&+D = (M-A) x®¥ + b 2 écrit
. M écritures:
OU : Xy = M1[(M-A) %, +b] xK) ou x
:Xk_M-lrk (avec rk:AXk—bZI’éSidU) K




Convergence du processus 10

M (X - X, 1) = (M -A) (X-X,)
ou: M g, =(M-A) g
donc &, = (I-M1A) e

Mx =(M-A)Xx +Db -
M Xy = (M-A) X, +D

= B : matrice de « décision » (critique)
[ — ek:BkeO
S B=PL P!, avecL=dag(l;) , I, C
Bk=pPLkpP-1

D'ou: (Lk® 0) P (B<x®0) P (g® 0)
P X ® X

IHfaut [I.|<1
Rayon spectraldeB : |I|.]. = R

max

L 'estimation de R est difficile (bornes seulement, en général)



Cdcul del 'inversede A

Dans| ’équation de base on fait les substitutions suivantes :

X ® A-l
b ® I
donc : Ax=b ® AAl=]

D 'ou le schéma itératif :

Ay, = AT - ML(A AL - 1)

Choix de M
M = diagonale de A : Jacobi
M = triangleinférieur de A ;. Gauss-Seidel

M = triangleinférieur de A

11

avec diagonale modifiée : Meéthode(s) de relaxation

—>

Paragraphe suivant




2. TROIS METHODES GENERALES

2.1. Jacobi
K+ ot Q K
+ —
& X T -aaXx - agx * b
J= , j=1+1
g
si>1 S i>n
Lesvaeurspropresm de B;=1-D1A sontdemodule < 1.
— ek > 0.

CV rapide s A est a diagonale dominante

Jacobi est bien adapte a la parallélisation
H Les calculs sur les lignes sont indépendants
d’uneligneal 'autre.

12




2.2. Gauss-Seidel 13

|dée | Schéma proche de celui de Jacobi,

mais)(jk+1 (j<I) est immeédiatement utilisé pour calculer Xik+1

-1
k+1 o a k+l

aa” b

j=1 j=i+l

n
= - Qg x + b

j=i+l

M = partie triangulaire inf. de A triangle sup. strict
(diag.=0)

> Procédure séquentielle : pasde//aion ... mais CV 2* plus rapide que Jacobi
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2.3. Sur-relaxations successives (SOR)
I_. Successive Over Rel axatlon

a_ 1 1‘ ,
GS ... Xik 1_ é a” Xk 1 a a” Xj +q>'/
i T j=1 j=i+l b

ldee: Corriger « un peu plus » )(ik+1 - Xik par un facteur w> 1.

k+1 k+1 k+1
A1 X TFaL Xy Tt.giiig Xoq +

— = - ai,i+1xik+1' ai,i+2 Xik+2' +b|
- Gji Xikfl

\ , s
» remplacés par Xik al ’étape en cours (k+1)

|

K+1 k+1 k+1 , Qi Jk+1
A1 X Tt Xy Tt a,,1x|1+wxi

= (- 1+ D)ay X - a s X5 @2 X2 *D



Par suite:

GS

M-A

» SOR W
------------------ . My & remplacépar al) =a; /w"
(J£1)
, d;
> (M-A),, @ - a(,J r)emplacepar - gl = (- 1+ g
joi
x k+l = +b

15




Choix de w 16
Byor =1 - My A=My" (M, - A)

P déterminants: \BSOR\:‘M\,'Vl‘,“\/IW- N:‘MW"l_‘MW_ N
. -1 L
avec: MW-WnI:1aii
n A
My - ’N: 1W) Oan
=1
Donc : abS‘BsoR‘: |(1' W)nl = _(_% || | <1 (pour Cv)
v| =1 v‘
avec w>1 . lw<?2

(Dansla pratique w=1.9 est un bon choix...)

| (SOR) ¢ 2 -1
1+41- by
avec My =| g:,’g;obi)

B Wonima =1 S +1 (Young,1950)

Ona:



RESUME
On écrit :
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Schéma itératif : -
Fx+l =Gx<+b , (k=10, 1, 2, ---niter)
Méthode F G
Jacobi D -L-U
Gauss-Seidel L+ D -U
OR L+D/w |(-1+w)D-U

avec un nombre N.

Iter

L 'intérét est évidemment d 'avoir une solution satisfai sante
d’itérations petit devant N .




Il - METHODES DE GRADIENT POUR SYSTEMESs.d.p.
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1. PRINCIPES Cx=d (1)
(cf. GINS, DYNAMO) 7
s.d.p. : sym., (semi-) définie, positive
ie XTCXx 3 0

Résoudre (1) est équivalent a chercher le minimum de

F(x)=1x"Cx- x'd (2)

Eneffet: Ax=b .avec A - ~P A
possede la solution x telle que
2Y (X) = (Ax-b)T (Ax-b) : minimum

Or Y(X) = 12 XT ATAX - xXTATh + 1/2bTh = F (X) + 1/2bTb
H_J

=C =d >0
(2) minimum P d F(X) :%(de Cx+x'C dx) - dx' d

=dx" (Cx-d)=0

Donc: | {F(x)=grad(F)=0} U {Cx-d=0}




S C estsd.p., F(X) =z définit un ellipsoide E,de R"
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E
Touslesellipsoides ont : //m X
- mémes directions d 'axes (vecteurspropresdeC) L/ /
- mémecentre W —» X, 7 y

Onposex = x,+ X

b supprimer lestermesen X (i.e. linéaires)
Donc :

FO)=F(xy*+X)= 12 XTCX+ X (Cx,-d)
+ 1/2 %, (Cxy-d)-12x,'d

b Wdéfini par: [Cx,-d=0

et F(X) est minimum au centre W, i.e. en X=0
carF(X)=12 XTCX -1/72d"C-d
H_J
30

Leproblemerevient atrouver le centre des
ellipsoides E, par approximations successives

———> Cheminement suivant untrajet p,, p,, p, , ...




TECHNIQUE 20

-onpartdex, P Cx, -d=r,
-onsedonne p, (directionde«pente»)  .......... on verrale choix de p,
-0Npose: X; = X, + ty Py
lefacteur d’echelle t, esttel que F (X, (t))) est minimum
(on aura donc un mimimum dans la direction de p,)

P F(x (t)) =22 x,"Cx; - X,'d
=12 (Xo+topo)T C (Xo'l'topo) '(Xo+topo)T d
=F(X)+ 12 t2p,  Cpy + tyry" Py
F(x; (tp)) min. s :
to P’ CPy + 1o’ Py =0 (3)

Dou: to=-ro"py /(P Cpp)
P, NON™ a ry , sinon X, ° X,

Onabien F (x)) min., car d?F/dt,?2= p,’ Cp, >0.
Deplus: F(x) <F (X))
eneffet F(x)-F(X) =12 t2p,  Cp, + t,r," P,
=2(rs" P 1 (Pe" CPy) - (To" Po)* / (Po" Cg)
= -V2(ry" p)? /(po" Cpy) < 0. (QED)



Propriétés :
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- gradF(x) =,

N\
-7 P

Eneffet F '(x) = Cx,-d=r1;

r=Cx-d=C(X,+t;p,)-d=r,+1t, Cp,

b py r = .poT o + th Py’ Chy
= 0. .....d apres (3)

Ces deux proprietés impliquent que p, est tangent al *ellipsoide passant par x;




2. DESCENTE RAPIDE (SD = steepest descent) : 22

Chemin : W

Cas général
p.non” ar,

Cas particulier de la méthode générale

P, tangent a Ex;
p, tangent a EXx,
p, tangent a Ex;

Up" Mg
I, Cas particulier (SD)
P = - Ty

( casdelafigure)



Cas général
- %o
. 1,=Cx, -d

. P, NON”™ ar,

=P Xer = Xt b Py

choix !

t=-r' p/ (P Cpy)

M1 = e T 5 Cpy

(et on vérifiequer,,," p,=0.)

(*) Justification :

Cas particulier (Seepest Descent)

23

- Xo

. I,=Cx%, -d

P =T, - Pe=-10)
. Xk+1:Xk+tk pk

S P P P OF o)

(et on vérifieque r,," p,=0.)

F(X) est _min. en Wet grad F (x) = r,.

Or levecteur grad F est dirigéverslesvaleursde F croissantes.
Pour aller versle minimumil faut donc aller dans le sens opposé
P p.=-rc,ett estévidemment 3 Od’ apresson expression.

On reste donc bien dans le bon sens.

avec t=r'"r/(r,Cr,)




3. GRADIENTS CONJUGUES (CG = Conjugate Gradients)

Principe :

Po=-To _ ]
[P1, P : conjugues

» Exemples

24

Xg ® X, ® X,

.1,=0

car " re (>0)

{voir ci-apres}




Méthode semi-itérative : n étapes max. (en principe)

(b)

25

a 3- Dim

Xg ® X, ® X,® X=X

.. 3=0

{voir ci-apres}

car " ry (1>0)




TECHNIQUE 26

- %o
. 1,=Cx,-d
. Po= To & =1/ (1TCrg) PoX = X+ 1o
r,=Cx.-d
C P T Tt A Py e, Pe= Tt & Pegeeenen ()
avec p,"Cp, = 0O (relation deconjugaison/C)
P a,=r"Cpy/(P,"Cpy) -ccvcvvvevn a.=r'Cp./ P Cp.)-.(ii)
. leminimum, dansleplan (r, , p,) , est obtenu pour :
M » P a
tL=-r TP/ (PCPyY) e t=-r"p./PCpP)...... (iii)
(cf. ég. (3) avecindice«1»aulieude«0»)
Propriétes :
°l,;= CX,,-d==C(x+tp)-d P N1 = Nt LCP e (V)

P p're:=0B' 1 +4p'Cp.=0 ...... d’apres (iii)

Donc ry.; ™ Py



Propriétés (suite) :
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De r,,=r.+1t Cp,,ondeduit :
Per’ Mer1 = Pea’ M + G Pt CR= 0

=0 conjugaison b =0

Donc ryy ™ Prs

¢ rk+1 N pk i
4444444444444444 donc r,., r, , d'apres (I
rk+1 " pk—l Kl : v ( )

« Deméme: M1 ™ Tea } \

{rO ’ r]_ ' r2 yre rn-l} Indépendants
...etdoncr, =0

~

U X=Xy

> NOMBRE FINI D' ETAPES

") Plus généralement : r 0

rang C -




Autres expressionsdet, eta, (k>0)

te=-1p/ (P CP)=-1 (re+ aeper )/ (P’ Cpy)

Donc t.= r.r./(p"Cp,)

=1 Cp /(P " CPe ) =1 (Ut ) (re- T T IPer" (U tq) (r- 1t
... d’aprés (iv)

Donc a,=-r'r./(pPe' )

Une autre expression peut aussi étre utilisee .
En effet, de p, = -r .+ a, p., Ondéduit:
N Pe=-nd et aen ' P
=0
le.  r'p.=-r'r,

D'ou a,=r'r./(r.,"r.)

28




Résumé : C.G.

* X

e 1,=Cx,-d

* Pp=-Tp

k>0 :

k3 0 :

a=r'rd g )

Py = Ty T ayg P

te = r’r/ (P’ Cp)

Xir1 = X+ b Py

Ne1= M+t 4, CP

hy

:Cpk

29




Algorithme C.G. - matrice C s.d.p.
e |-O: C(Il,.) :matrices.d.p.
d(l,.) :vecteur second membre
#iter (1,.): nombre max. d’'itérations -----------------m-msmmooooo oo
xi (1,0) :x, solutioninitiale, x; solution al ’étape [i]
rtr(., O) : carrédelanorme desrésidus remplacable par un
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" itest de convergence

30

« Algo: r0=Cexi-d ro=Cxy-d '(e donné)
rtr =rQ" « r0
pO0=-r0
I [térations doi=0 ® #iter @ ' fiter <n
if i > Othen
(rtr)old = rtr
rtr=ritl ori

ai =rtr/ (rtr)old

pi=-ri+ai.p[i-1]

endif
hi =C e« pi
ti=rtr/ (piT * hi)
X[i+1] =xi +ti.pi : X,,= X+t p ® test de convergence

(peut nécessiter un vecteur supp. x[i+1] )

rli+1] =ri +ti.hi
enddoi

inférieur a n, car lenombre d’opérationsest del "ordreden?. ny;, ...

L *avantage est évidemment d "avoir un nombre effectif d ’itérations, Niters trés A/
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4. ADAPTATION DE C.G. AUX EQUATIONSD 'OBSERVATION
(résolution par moindres carrés)

Equationsd’observation :  Ax-b=v (v: vecteur desrésidus) N.B.
+ condition vV minimum A f P A
p0|ds

P Equationsnormales : ATAx-ATb = ATv =20
(vecteur résidu orthogonal
aux vecteurs-colonnes de A)

AT Db

Donc : AT A X
d

ou C x

= CXy-d=(ATA) x,- ATb= AT(Ax,-b) = ATy,
* I, = ATV, (démongtration identique)
* Vier = AXr - D= At e p) - b
= AXx-b+ {Ap = v+ L AR
' P CP= Pl AARCE (AR)T (AD)

Dansle cadre C.G. on a

Ceci permet d’appliquer la méthode C.G. directement aux equations d’ observation
sansavoir a calculer la matrice normale!




Algorithme C.G. pour équations d ’ observation 32

k=0 i X, ® Vo= AX,-b ﬂ
r,= ATy,
Po=-To - on évitelecalcul deC= ATA
k>0 ... a K= I’kTI’k/ (rk-lTrk-l) -2 produits Matrice* vecteur :
P =-IN.t+tay Py Ap, et ATv,,, achaqueitération
... mais nécessite de stocker A, ou de
k30 ... t.=r.7r./ (Ap)T (Ap,) recalculer chaque ligne (pour chaque
X1 = X+t Py observation) a chaque itération.
Vier = Vi T 5 (AD)
Mee1 = AT Vier1
N.B. | v, | décroit de maniere monotone. En effet :

Vier" Vier = (Vi B AR)T (v + L AR )
® |V ?= [ V2-t2(Ap)T (AP ) + 2t (Ve TA)Y P coveeeeeee (QED)
(Me1)"® termenul



111 - APPLICATIONS: cadre GINS-DYNAMO 33

et modeles de geopotentiel

1. RAPPELS

Cn S, hormalises ; OEmMEI ;§,=0.
Ordonnancements usuelsdesindices | (degré) et m (ordre)

(i) I=2aL,m=0al ...... ,C,S,C, S, dc...
(i) m=0aL , I=sup(m?2) a L, oul,(m al,(m£fL
.......... ,C,S,C, S, dc...

(iii) . touslesC,, : m=0alL { | pair :1,(m) a l,(m), pas=2
| impair : 1,(m) a [,(m), pas=2

.touslesS,,: m=1laL (I par
~ comme pour les C,

| impair
Avantage de (iii) : s lesystémenormal, Cx= d, résulte:
DYNAMO- - d’équations d’observations pour une grille géographique réguliere en lat-long
L3® (ex: grille de données de surface, de valeurs de F(pot.) sur une sphére externe -
cf. méthode « space-wise ») , et ceci avec pondération P (lat) ,
MANEGE® - oud’eéquationsd’ observations regulierement réparties sur une orbite répétitive,
alors C est bloc-diagonale.

Une telle matrice C ayant cette structure sera notée N
(N comme « normale », e¢ comme Neumann qui découvrit cette forme)




Structure de la
matrice normale N

P | blocsavec! pair

| | blocsavec | impair

CcC _ ~ ~
Nii,m=N (C|1m‘ Ci,m)
(11,1, : mémeparite)

I\Iljfm =N (51m Szm)
(id.)
Chaque (sous-)bloc est

évidemment symétrique

P ——

—*ﬁ —————
< m:()»{im::lbam:% — rrf—lilqmily <=5 etc ———-
T |
p _O: +1 I
o)) | |
L. L2|p |0 . O I
o)) i
S, || |0
- fioli |
- N\
L N I
O 2 RN |
\\
_____________ 1 I
p QF
s4oli ) |
72 0}-1 0




Applications

Hypotheses . on adopte le mode de rangement (iii)

. lesinconnues autres queles (C,,,, S,,,) sont en debut ou en fin du

35

vecteur X ... ou bien | ’on aréduit le(s) systeme(s) pour n’avoir que

les (C,,,S,,) commeinconnues
. onecrit C=N + N* , avec N_: bloc-diagonale

Conclusion On peut se servir de N pour :
. un algorithme de Jacobi par blocs
. préconditionner le systeme afin d ’améliorer la convergence
de tout processus (semi-) itératif.

2. METHODE DE JACOBI PAR BLOCS (BJ)
Avec les notations du chapitre | de cette seconde partie, on prend :

A=C , b=d
M=N
M-A = N-C = -N"
d’ ol le processus : NX,;=-N"x+d U [N®X.-X)=-1

Avantages : .engénéralona ||[N*|| <<|[|N]| , d’ou CV rapide.
. N étant bloc-diagonale, résolution facile des systemes intermédiaires
(de plus, chague bloc est s.d.p. ® triangulation par Cholesky)




Algorithme B.J. (Jacobi par blocs) 36

e |-O: C(
d(

N(l,.) :partiebloc-diagonaedeC -
#iter (1, .): nombre max. d’itérations
Xi (1,0) :X, solutioninitiale (par ex. x;=0.),

l,.) :matrices.d.p.
l,.) :vecteur second membre

N ITe _ | remplagable par un
x; solution al " etape [i] ' test de convergence
., Q) :caredelanormedesrésidus i(e donné)

e Algo: r0=Cex0-d

I Itérations

doi=0 ® #iter = o #iter <n
rtr=riT eri
dxi = Solutionde[ N. dxi =-ri] .... calcul delasolution achaquefois,
ou calcul de N1 au début, puis
produits N-L.(-ri) ensuite
X[i+1]=xi +dxi : X,; =X+ Dx ® test deconvergence
(peut nécessiter un vecteur supp. x[i+1] )

rli+1] =ri + Cedxi
enddoi

iter’
inférieur a n, doit étre capable de résoudre e systeme avec la précision voulue

Comme pour | "algorithme C.G., un nombre effectif d ’itérations, n; ., tres +/




3. GRADIENTS CONJUGUES PRECONDITIONNES (PCG)

Theoreme Le rayon spectral, r o, dela méthode CG est :
reo = [(-On)/(1+ ) 2

avec n=|l /I .| ;| : valeurspropresde C.

Donc si n est grand, laCV est trés mauvaise o N
IDEE . onremplace Cx=d par N1Cx=N"1d,ie C x=d
avec C=N+ N*
bloc-diagonal e suivant rangement (iii)
. résultat :ﬁ<u ® CV accélérée

en géneral

En effet :
SIN » C, (NseraditereprésentativedeC), aors N-1.C» |

b | €&l .., »1L b n<il e ry»0.

On peut résoudre C x=d directement avec| *agorithme CG classique
s N-1 estrapideacalculeret N-1C rapideaformer (cequi estlecassi N
est bloc-diagonale), ou bien appliquer a C X = d un algorithme spécia qui
réalise PCG implicitement.

® voir démonstration qui suit
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Transformation de CG en PCG implicite, et formules associ ées

e Décomposition (Cholesky) ~— «roeeermmmmeninin. pour expl i_quer Iestransfqrmations
(non requise dans |la pratique)

N=UTU (U : triangle sup. , par exemple)
N1i=U-1UT | avecUT=(UNT
P N1Cx=N-1d s’'écrit : UlUTCU1TU) x=U1TUTd
dou: UTCUYHY Ux=UTAM
\ )~
C X = d
,ona: C=U1Cu
b C et C sontsemblables

Puisqgue C=N'c=utu-Tc

38

et ont donc lesmémes valeurspropres

~

Pm = n

~

Donc | * algorithme porterasur C X =d

Onvatravailler : - dans| ’espace vectoriel des parameétres, avec lesbases &) et @

- dans| ’espace vectoriel desrésidus, avec les bases@et @




e Transformation
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X = {espace vectoriel desx } Y ={espace vectoriel desy }

X I > y= Cx r=y-d=Cx-d
t 1 C
chang ‘debase | P=U chang tdebase : Q=UT
P x=PX b y=QY

v v v

Vi : v - = _11-T

X=U X »y=UTy F=U"Tr
C=Q-'CP %:6)(0_5

=yUTCuU-l cf. _U-T (Cxo_d)

(directement)

Onaaussi: P

U Tp
car

PoZ Yo L Po= Tlepiy
| p]_:'r1+a1 po ,etC

On va ensuite appliquer les formules de base de C.G. au systéme C X = d ,

d’'ou...



e Formules associées 40

. — _ o= _ -T _ ~ -1
(I) Xk+1 =U Xk+1 = Xk +tk pk =U Xk +tkU pk p Xk+1 = Xk +tk N pk

(i) . fisa =U Thay =R +5 C P =U T +{ U Tcu U Tp,
N-l
donc: M =r+1t TU'TCN'lpl< p rk+1:rk+f[(CN'1pk

[ VA - W O P py=-r+ay Pr.1
(i) . R R=r U0 T b TR =rr,
N-L / C \ avec : r,=N'r e
’ﬁlé'ﬁk:pg%TC@%Tpk ............ Onpose : P, ,=N!p @
=P, (CPk):glbk ............... Onpose : hy=CP, e
(V). Po=N-1pg=-N-lryme rg coormmmine b Py=-r,
PN +& Peod) oo b Py =-r +a, P,

=T T/(P CB)=rri /(P hy)e

T = T = LT T
ay =T f/(Mcife)=nerc/(nire1) o




Algorithme de PCG 41

e |-O: C(Il,.) :matrices.d.p.
d(l,.) :vecteur second membre
N(l,.) :matrice bloc-diagonale, ou matrice générale de préconditionnement
#iter (1, .): nombre max. d'itérations - :
xi (1,0) :x, solutioninitiale, xO (par ex. X, = 0.) ; % solution a il *étape [i]

rtr (., O) : carrédelanorme desrésidus remplacable par un

| test de convergence

« Algo: r0=Cex0-d ==> r0=Solutionde{ Ner0=r0}"* (e donné)
r=ry er0
PO=-r0 |
| Itérations doi=0 ® #iter #Hiter <n oo
if i > 0then ° Algo. CG
(rtr Jold = rtr s N=N-1=|
rtr =riteri car dors:
2{ :_rtr./ (rH)oId | n=r,
I=-ri+ai.P [i-1] h = h
endif kK K
hi =Ce Pi P = Py
ti=rtr [ (PiT « hi) a, = a,
x[i+1] =xi +1i .Pi ® test deconvergence t,= t
rli+1] =ri +ti . hi
r [i+1]= Solutionde{ N « r [i+1] = r[i+1] }*
enddoi

* peut étre avantageux, si N1 est tres rapide a calculer et/ou si #iter est grand, de pré-calculer N-1 et d'effectuer
lesproduitsN-tr, ,N-1r, ,N-1r,,.. Si N nexiste pas, choisir un algorithme de resolution deNr = r qui
soit de norme minimum (par ex., "Cholesky étendu™).
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4. ADAPTATIONSDE "BJ' ET DE"PCG" POUR LE TRAITEMENT DIRECT

DES EQUATIONS D'OBSERVATION.

D'apres|1.4 , on doit faire les changements suivants :

Cx=d ® Ax-b=v
,=Cx-d @ Vo= Axy-b
‘%:N%
« "BJ' modifié
a=r+CDhx ® ‘Vi+1:Vi+ADXi A
M1 = ATVi+1
« "PCG" modifié
bizC:I:)i ® gi:APi o .
h=ATg ... et utilisation
f=rr/(Ph) ® t=rr/@Tg) | *N
Xir1 1 T+ ® ‘ idem

Vi = Vit g )



5. METHODES "BJComb" et "PCG-Comb" dans un contexte de parallélisation.

Soit J+ K groupes d'observations :

J groupes Al X- by = vy K groupes
d'ég. d'observation | d' ég. normales
I T X
= Cx=d ae|C=aAA + acC,
u=1 w=1
I T X
d=aAb, + ad,
UZ1 W:1 ............................

On suppose toujours que :

- lerangement des (C,,,, S, ) est de type (iii)
-C=N+ N" avec N : bloc-diagonale, ou bien N est une matrice
(smpleainverser) "représentative” de C , par ex :

N:C:ép\]-pu + éCW
u W

C,x-d,=0

Cyx-d.=0
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DYNAMO-C

Possibilité de rechercher la solution pour ces systemes mixtes,
directement et en utilisant HK processeurs

"BJ-Comb"

N

"PCG-Comb"

, avec card{u} <<J
card{w} << K

cf. séquences

Y



Algorithme "B.J.- Comb" 44

« [-O:  J K(I,.) : nombresde groupes de matrices A et C, respectivement

A, (l,.) :J matricesd'observation
b, (I,.) :J vecteurs seconds membres des equations d'observation
C, (I,.) K matrices normales
d, (I,.) :K vecteursseconds membres des équations normales
N(l,.) :partie"représentative’ de C, peut étre bloc-diagonale
#iter (1,.): nombre max. d’itérations e
xi (1,0) :X, solutioninitiale (par ex. X, = 0.) ,

x; solution al ’étape [i]
rtr(., O) :carrédelanormedesrésidus=r'r , pour les F+K groupes

| test de convergence

/ / i (e donné)
* Algo: r_Q_(_:__r_Q_)*: {/u,o: Age X - bu:E ------------- {nw,oz Cw® Xo - dwl/ i
u,O:AUT.VU,O :1,...J :1,... K i
I Itérations doi=0 ® #iter 0@ '
rtr=riTeri : = sommesur lesr; etr,; (u=1aJ;w=1aK)

dxi = Solutionde[ N. dxi =-ri] .... calcul delasolution achaquefois,
ou calcul de N1 au début, puis
produits N-L.(-ri) ensuite

X[i+1]=xi +dxi : X,;=X+ DX ® test deconvergence

r[_iigl'_]___; {/u, i+1 ~ Vu,i + Au * dXi I {rnw, i+1 ~ rr]w,i +Ce XmXF
Fy,i+1 = AuT * Vy,i+1 =1,...K

Remarque : notation " pour les résidus des systémes normaux, pour les distinguer (a cause de
I'indicage) de ceux des autres systemes normaux (non formés) associés aux equations d'observation.
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Algorithme"P.C.G.- Comb"

¢ I-O: J K (I,.) : nombresdegroupes de matrices A et C, respectivement
l,.) :J matricesd'observation

Au

b, (I,.) :J vecteursseconds membres des équations d'observation

C, (I,.) :K matrices normales

d, (1,.) :K vecteurs seconds membres des équations normales idem
N(l,.) :partie"représentative’ de C, peut étre bloc-diagonale "BJ-Comb"

#iter (1,.): nombre max. d ’itérations
Xi (1,0) :X, solutioninitiale (par ex. x;=0.),
x; solution al ’étape [i]

rtr (., O) : carrédelanorme desrésidus d'austement ,
= résidus des équations "normales" (réelles ou virtuelles)
pour les +K groupes
V. : résidus des J groupes d'observations

Remarque: Tout comme pour "B.J.-Comb", nous noterons ' " |es résidus des systémes normausx,
pour lesdistinguer (a cause del' indicage) de ceux des autres systemes nor maux
(non formés) correspondant aux systemes d'équations d'observation.

« Algo: ® planche suivante...



Algorithme"P.C.G.- Comb" ( suite et fin)

* Algo: 0: {VU,OZAI; x-b, Y {WO— w® Xo - dy, }W
ruo=Ay" * Vyo =1..] 1,...K

rO=solutionde{ Nro=r0} *

® ‘ S Ol O L O T ——

PO=-r0
I Itérations doi=0 ® #iter
"""" if i > 0then
(rtr)old = rtr
r=riteri - » sommesur lesr; etr,; (u=1aJ;w=1aK)«—-
ai=rtr /(rtr)old
Pi=-ri+ai.P [i-1]
_endif
L=A P Y {h =C Pl}w
J'E‘u' =AG G fimq g =1..K
u=J w=K
rtr/(a gm g,i + é- PiT.bw,i)
u=1 w=1
X[i+1] =xi +ti .Pi ® test de convergence
r[|+1] : {u |+1_Vu| + Tgu| }/ _____________ {-n w, i+l — rrlw,i + Tihw,i h
loien = Mui + Ghy; 1,..J =1,...
r[i+1]= Solution de{ Ner[i+1] =r[i+]] }
enddoi
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*calcul delasolution achague fois, ou calcul de Nt au début, puis produits Nt e ri ensuite

------------------------------------------------------------------- Fin del'algorithme ------------------




Quelques remarques en conclusion 47

@ Systémessinguliers et gradients conjugués (CG)

Soit leprobleme : Cx=d
avec : X" X : minimum

==> On minimiselafonctionnelle: Q(x,! )=x"x-21T(Cx-d)
|

—» multiplicateurs de Lagrange

1TQ/x=0 b x=CT"|
b x 1 espacevect. {lignesde C}

N.B. S C=ATA, x=ATAl =ATp b x 1 espacevect. {lignesde A}
U .. € r, également.

C.G. fournit automatiguement la solution de norme minimum
= du probleme de moindres carrés
(donc on obtient cette solution méme si C- n'existe pas)



@) Stabilisation par desloisdetype "Kaula" : 438

- application habituelle (chaine DY NAMO) sur les systemes normaux

- peut aussl sefaire sur les équations d'observation en écrivant :

(DC,,,DS,.) =0+ all?

@ Obtention des variances et des covariances de la solution :

- problemes de potentiel gravitationnel (avec harmoniques sphériques) :
une estimation satisfai sante peut étre obtenue a partir de
I'inverse de la matrice de préconditionnement N
(bloc-diagonale) , I'inverse exacte de C n'étant calculee
- Sl C'est possible, que pour la solution finale.

- probleme quelcongue,
... OU necessite d'avoir la matrice de covariance exacte -
la possibilite dépend de la puissance de calcul !!!









