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1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre viscoélastique



1. Rappels de mécanique des mi-

lieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre viscoélastique



Loi du mouvement

r = position initiale de la particule matérielle r

x = position de r à l’instant t

s = déplacement de r

x(r, t) = r + s(r, t): loi du mouvement

x(r, t) invertible ⇒ r = r(x, t)

En t = 0: x(r, 0) = r



Variables lagrangiennes et

variables eulériennes

Soit une quantité physique:

F (x, t): description eulérienne (spatiale)

f(r, t): description lagrangienne (matérielle)

Passage de l’une à l’autre:

F (x, t) = f [r(x, t), t]

f(r, t) = F [x(r, t), t]



Variations lagrangiennes et

eulériennes

F (x, t) = F (x, 0) + ∆F (x, t)

∆F (x, t) = ∆f [r(x, t), t]

∆F ou ∆f : variation eulérienne

f(r, t) = f(r, 0) + δf(r, t)

δf(r, t) = δF [x(r, t), t]

δF ou δf : variation lagrangienne



Perturbations infinitésimales

Hypothèses:

• |s| petit

• ∆F (x, t) � F (x, 0)

δf(r, t) � f(r, 0)

⇒ Linéarisation

⇒ δf(r, t) ' ∆f(r, t) + s(r, t) · ∇rf(r, 0)



Vecteur dérivant d’un potentiel

V(x, t) = −∇xΦ(x, t)

V(x, 0)+∆V(x, t) = −∇x[Φ(x, 0)+∆Φ(x, t)]

⇒ ∆V(x, t) = −∇x∆Φ(x, t)

mais

δv(r, t) ' −∇rδφ(r, t) + ∇rs(r, t) · ∇rφ(r, 0)

où

(∇rs)ij =
∂sj

∂ri



Variations de volume, d’aire et de

longueur

Gradient de la déformation:

fij=
∂xi
∂rj

= δij +
∂si
∂rj

ou

fT=∇rx

=I + ∇rs



Variation de volume

J=
dV t

dV 0

=dtm(f)

' 1 + ∇ · s



Variation d’aire

dAtN = JdA0n0 · f−1

⇒ n(r, t) ' n0
(

1 + n0 · ∇s · n0
)

− ∇s · n0

dAt ' dA0
(

1 + ∇ · s − n0 · ∇s · n0
)



Variation de longueur

dx2 − dr2 = 2dr · e · dr

e = tenseur des déformations

e=
1

2

(

fT · f − I
)

=
1

2

[

∇s + (∇s)T + ∇s · (∇s)T
]

'
1

2

[

∇s + (∇s)T
]



Contraintes

Tenseur des contraintes de Cauchy T :

dF(x, t) = N · T dAt

Premier tenseur de Piola-Kirchoff τ :

dF[x(r, t), t] = n0 · τdA0

τ = J(f)−1 · t



Equations fondamentales

Inconnues:

Vitesse: V(x, t) = ∂x
∂t |r

Densité: ρE(x, t)

Contraintes: T (x, t)

Gravité propre: G(x, t) = −∇xΦ(x, t)

(si effets thermiques: Energie interne U , Courant

de chaleur Q, Entropie S, Température Θ)



Conservation de la masse

DρE

Dt
+ ρE∇x · V =

∂ρE

∂t
+ ∇x · (ρEV) = 0

Conservation de la quantité de mouvement

ρE
DV

Dt
= ∇x · T + ρEG + Fext

ρ0
∂2s

∂t2
= ∇r · τ + ρ0g + fext

Conservation du moment cinétique

T = TT

Equation de Poisson

∇2Φ = 4πGρE

Equation constitutive

T = F

(

e(t′)t−∞, e,
∂e

∂t
, . . .

)



Si effets thermiques:

Conservation de l’énergie (1er principe)

ρE
DU

Dt
= T : D +R− ∇x · Q

D =
1

2

[

∇V + (∇V)T
]

R = source de chaleur

Bilan d’entropie (2ème principe)

ρE
DS

Dt
≥ −∇x ·

Q

Θ
+

R

Θ

Equation d’état

U = U(ρE, S . . .)

Θ =
∂U

∂S

∣

∣

∣

∣

ρE,...

Equation constitutive

Q = Q(D, Θ, ∇Θ, . . .)



Conditions de continuité

Interface solide-fluide non visqueux:

[V · N]
+
− = 0

Interface solide-solide ou solide-fluide visqueux:

[V]
+
− = 0

Partout:

[T · N]
+
− = 0

[Φ]
+
− = 0

[∇Φ]
+
− = 0



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre viscoélastique



Equilibre hydrostatique

V = 0

∂·

∂t
= 0

T = −p0I

⇒ ∇p0 = −ρ0∇φ0

∇2φ0 = 4πGρ0

⇒ Figure sphérique: ρ0(r)

Si r < R:

φ0(r) = −
4πG

r

∫ r

0
ρ0(r′)r′2dr′−4πG

∫ R

r
ρ0(r′)r′2dr′

dp0

dr
= −ρ0

dφ0

dr

Si r > R:

φ0(r) = −
4πG

r

∫ R

0
ρ0(r′)r′2dr′



Perturbation infinitésimale de

l’équilibre hydrostatique

(en variables lagrangiennes)

Equation de continuité

∆ρL = −∇ · (ρ0s)

Equation de Poisson

∇2∆φ = 4πG∆ρL

Equation constitutive

Elasticité linéaire et isotrope

t=−p0I + λ0(∇ · s)I + 2µ0e

=−p0I + δt

λ0 et µ0: paramètres de Lamé



Conservation de la quantité de mouvement

ρ0
∂2s

∂t2
=∇ · δt − ρ0∇(∆φ) + ρ0 (∇ · s)∇φ0

−ρ0∇

(

s · ∇φ0
)

+ fext

Hypothèse:

fext = −ρ0∇φext

On pose:

φ1 = ∆φ+ φext



Modèle de Terre sphérique PREM
(Dziewonski et Anderson 1981)

REM
http://mahi.ucsd.edu/Gabi/rem.html



Séparation des variables

en coordonnées sphériques

1. Mouvements oscillatoires (en eiωt):

⇒
∂

∂t
= iω

2. Décomposition de Helmholtz

s(r, ω)=Uer + ∇ × (W r) + er × [∇ × (V r)]

=Uer +

(

∂V

∂θ
+

1

sin θ

∂W

∂ϕ

)

eθ

+

(

1

sin θ

∂V

∂ϕ
−
∂W

∂θ

)

eϕ

=Uer + ∇SV − er × ∇SW

où

∇S = eθ
∂

∂θ
+ eϕ

1

sin θ

∂

∂ϕ

Déplacement sphéröıdal: Uer + ∇SV

Déplacement toröıdal: −er × ∇SW



Traction:

er · δt = Rer + ∇SS − er × ∇ST

Variation de gravité:

ψ =
∂φ1

∂r
+ 4πGρ0U

⇒ 8 scalaires: U , V , W , R, S, T , φ1, ψ



3. Décomposition en harmoniques sphériques:

Ym` = (−1)m

√

√

√

√

(2`+ 1)

4π

(`− |m|)!

(`+ |m|)!
Pm` (cos θ)eimϕ

` = 0, 1, 2, . . .∞
m = −`, −`+ 1, . . . , `− 1, `

m ≥ 0:

Pm` (x) =
1

2``!

√

(1 − x2)m
d`+m

dx`+m
(x2 − 1)`

m < 0:

P−m
` (x) =

(`+m)!

`−m)!
Pm` (x)

Orthonormalité des harmoniques sphériques:
∫ 2π

0

∫ π

0
Y m` (θ, ϕ)Y m

′

`′
?
(θ, ϕ) sin θ dθ dϕ = δ``′δmm′

Pour U , V , W , R, S, T , φ1, ψ:

U =
∞
∑

`=0

∑̀

m=−`

Um` (r, ω)Y m` (θ, ϕ)



Déformation sphéröıdale

Exemple

` = 2, m = 0



Déformation radiale

` = 0, m = 0



Déformation toröıdale

Exemple

` = 2, m = 0



Système sphéröıdal

Solide

dU

dr
= −

2λ

βr
U +

1

β
R+

`(`+ 1)λ

βr
V

dR

dr
=

[

−ρω2 −
4ρg

r
+

4µ(3λ+ 2µ)

βr2

]

U −
4µ

βr
R

+`(`+ 1)

[

ρg

r
−

2µ(3λ+ 2µ)

βr2

]

V

+
`(`+ 1)

r
S + ρψ

dV

dr
=

1

r
(V − U) +

1

µ
S

dS

dr
=

[

ρg

r
−

2µ(3λ+ 2µ)

βr2

]

U −
λ

βr
R

+

{

−ρω2 +
2µ

βr2

[

λ(2`2 + 2`− 1)

+2µ(`2 + `− 1)
]}

V −
3

r
S +

ρ

r
φ1

dφ1

dr
= ψ − 4πGρU

dψ

dr
=

4πG

r
ρ`(`+ 1)V +

`(`+ 1)

r2
φ1 −

2

r
ψ



où

β = λ+ 2µ

Système sphéröıdal

Fluide

dU

dr
= −

2

r
U +

1

λ
R+

`(`+ 1)

r
V

dR

dr
=

(

−ρω2 −
4ρg

r

)

U

+`(`+ 1)

[

ρg

r
−

2µ(3λ+ 2µ)

βr2

]

V + ρψ

dφ1

dr
= ψ − 4πGρU

dψ

dr
=

4πG

r
ρ`(`+ 1)V +

`(`+ 1)

r2
φ1 −

2

r
ψ

ρω2rV = ρgU −R+ ρφ1



Système radial

Solide

dU

dr
=−

2λ

βr
U +

1

β
R

dR

dr
=

[

−ρω2 −
4

r

(

ρg −
µ(3λ+ 2µ)

βr

)]

U −
4µ

βr
R

Fluide

dU

dr
=−

2

r
U +

1

λ
R

dR

dr
=

(

−ρω2 −
4

r
ρg

)

U



Système toröıdal

Solide

dW

dr
=

1

r
W +

1

µ
T

dT

dr
=

[

−ρω2 +
(

`2 + `− 2
) µ

r2

]

W −
3

r
T



Conditions de continuité

Interface solide-fluide:

[U ]
+
− = 0

Interface solide-solide:

[U ]
+
− = [V ]

+
− = [W ]

+
− = 0

Partout:

[R]
+
− = [S]

+
− = [T ]

+
− = 0

[φ1]
+
− = 0

[ψ]
+
− =

[

dφ1

dr
+ 4πGρU

]+

−
= 0



Conditions à la surface

R(a) = pression

S(a) = contrainte tangentielle

T (a) = contrainte tangentielle

ψ(a) +
`+ 1

a
φ1(a) = (2`+ 1)a`−1φext`



Résolution

• Analytique

(pour modèles simples: homogènes ou à

couches homogènes → Exercices)

• Numérique

– Différences finies

y(x0 + h) ' y(x0) + h
dy

dx
|x0

– Méthodes spectrales



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

= Modes normaux

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre viscoélastique



Corde vibrante

• Corde de longueur L fixe à ses extrémités

• Elasticité linéaire

• Corde homogène: ρ = const, T = const

• Vibrations transversales



Fonctions propres

yn = A sin
2πx

λn
cosωnt

λn =
2L

n
where n = 1, · · · ,∞

Fréquences propres

ωn =
nπ

L

√

T

ρ



Modes normaux de la Terre

1. Modes sismiques (→ Sismologie)

2. Modes de rotation (→ Géodésie)

3. Modes de gravité-inertie du noyau liquide

(→ Mécanique des Fluides)



Modes de rotation

i. Nutation libre du noyau liquide (FCN)

ii. Nutation libre de la graine (FICN)

iii. Mouvement de Chandler (CW)

iv. Mouvement de Chandler de la graine

(ICW)



Spectre des modes sismiques

• Forces de rappel: gravité + élasticité

(gravité pour T ≥ 100 s)

• Observation de centaines de modes sismiques



Classification des modes sismiques

Sphéröıdaux nSm`
• Variations de

gravité

• Déplacements

radiaux et

tangentiels

Toröıdaux nTm
`

• Pas de variation de

gravité

• Déplacements tan-

gentiels

Nombres quantiques

• n ≥ 0: ordre radial

• ` ≥ 0: degré angulaire

• −l ≤ m ≤ l: ordre angu-

laire

Dégénérescence

pas de dépendance en m
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Mode de Slichter

1S1 ∼ quelques heures



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre viscoélastique



Nombres de Love et Shida

(Force extérieure de volume)

h` = −
U(a)

φext`
g(a)

l` = −
V (a)

φext`
g(a)

(1 + k`) =
φ1(a)

φext`
= 1 +

∆φ(a)

φext`



Nombres de Love
Modèle PREM
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Exemple k2
Variation des composantes du tenseur

d’inertie






A I12 I13
I12 B I23
I13 I23 C







φ0 = −
GM

a







a

r
−

∞
∑

`=2

(

a

r

)`+1
[J`P`(cos θ)

+
∑̀

m=1

Cm` Y
c
`
m(θ, ϕ) + Sm` Y

s
`
m(θ, ϕ)











J2 =
C − A+B

2

Ma2

C1
2 = −

√

12π

5

I13

Ma2
S1
2 = −

√

12π

5

I23

Ma2

C2
2 =

√

12π

5

B −A

2Ma2
S2
2 = −

√

12π

5

I12

Ma2



Soient:

• Modèle de Terre sphérique

φ0 = −
GM

r

I0 =







A 0 0
0A 0
0 0A







• Perturbation de degré 2, d’ordre 0 ou 1

→ φext
m
2 (m = 0, 1)

⇒ ∆φm2 (a) = k2φext
m
2 (a)

⇒ I =







A+ I11 I12 I13
I12 A+ I22 I23
I13 I23 A+ I33







Relations entre Iij et φext
m
2 (a)?



On montre que (→ exercices)

• Pas de perturbation d’ordre 2 ⇒ I11 = I22

• Linéarisation

I11 + I22 + I33 = 4

∫

V 0
ρ0rUm2 Y

m
2 dV = 0

⇒ I11 = I22 = −
I33

2

Conclusion

I31 =

√

5

12π

k2a
3

G
φcext

1
2(a)

I32 =

√

5

12π

k2a
3

G
φsext

1
2(a)

I33 =
2

3

k2a
3

G
φext

0
2(a)



Variation de la force centrifuge

fext = −ω × (ω × r) + ω0 ×
(

ω0 × r
)

ω0 = (0, 0,Ω)

ω = (ω1, ω2,Ω + ω3)

⇒ fext=−∇

{

Ω
[

ω1xz+ ω2yz − ω3(x
2 + y2)

]}

=Ω∇





√

4π

15
(ω1Y

c
2
1 + ω2Y

s
2
1) +

2

3
ω3(1 − P2)



 r2

I31 = k2
a5

3G
Ωω1

I32 = k2
a5

3G
Ωω2

I33 = k2
4a5

9G
Ωω3



Observable

Facteur gravimétrique

δ` = 1 +
2

`
h` −

`+ 1

`
k`

∆ger mesuré par un gravimètre en r = a:

1. force de marée

−
dφext`

dr
er = −

`

r
φext`er

2. déplacement radial du gravimètre

(s · ∇)g = −U
dg

dr
er =

2gU

r
er = −

2h`
r
φext`er

3. redistribution des masses en surface

`+ 1

a
k`φext`er



Observations

Diurne

(Gravimètres supraconducteurs T005 puis

C026, Strasbourg. J.-P. Boy)



Semi-diurne



Ter-diurne

Analyse de marées

Melchior P. (1983): The tides of the planet

Earth, Pergamon Press.

Zürn W. (1997): Earth tide observations and

interpretation, in: Lecture Notes in Earth Sci-

ences - Tidal phenomena, eds Wilhem, Zürn,

Wenzel, Springer.



Observable: Facteur clinométrique

γ` = 1 + k` − h`

• α− i mesuré par un inclinomètre

' sin(α− i) = |n × ν| ' |n × er| − |er × ν|

• n normale à l’équipotentielle

r = a+ (1 + k`)
φext`
g

• ν normale au sol déformé

r = a+ h`
φext`
g



Observable: Facteur extensométrique

σ` = 2h` − `(`+ 1)l`



Nombres de Love en pression

(Pression en surface p)

h̄` =
U(a)

p`
ρg

l̄` =
V (a)

p`
ρg

k̄` =
∆φ(a)

p`
ρ



Nombres de Love en surcharge

(Surcharge superficielle à symétrie axiale σ)

1. attraction directe

φext` = 3g
2`+1

(

r
a

)` σ`
ρ̄

2. pression en surface

p = σg

h′` = −
(2`+ 1)U(a)

3σ`
ρ̄

l′` = −
(2`+ 1)V (a)

3σ`
ρ̄

(1 + k′`) =
(2`+ 1)φ1(a)

3σ`

ρ̄

g



Nombres de Love en surcharge
Modèle PREM
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H ′
`(r) et K′
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Fonctions de Green pour une

surcharge

Déformation due à une masse unitaire

ponctuelle en surface?

→ évaluation de séries du type

∞
∑

`=0

h`P`(cos θ)

Farrell W. E. (1972): Deformation of the

Earth by surface loads, Rev. Geophys. Space

Phys., 10, 761–797.



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’une Terre visco-

élastique



• Bande sismisque: réponse (an)élastique

• Rebond post-glaciaire (∼ 10000 ans):
réponse viscoélastique

• Entre les deux:
Burger généralisé? (Yuen et Peltier 1982)



Rhéologie linéaire

Elasticité linéaire et isotrope
(loi de Hooke)

δt=λ0(∇ · s)I + 2µ0e

=κ0(∇ · s)I + 2µ0d

κ0 = λ0 + 2/3µ0

d = e −
1

3
(∇ · s)I

Fluide newtonien

δt=λ′0
∂

∂t
(∇ · s)I + 2ν0

∂

∂t
e

=κ′0
∂

∂t
(∇ · s)I + 2ν0

∂

∂t
d

ν0 = viscosité dynamique
Hypothèse fréquente: κ′0 = 0

Anélasticité linéaire isotrope

δt=

∫ t

−∞
κ0(t− t′)

∂

∂t′
(∇ · s) dt′I

+

∫ t

−∞
2µ0(t− t′)

∂

∂t′
d dt′



Analogies 1-D

“Ressort” et “piston”

Elasticité linéaire

δt = 2µe



Viscosité linéaire

δt = 2ν
∂

∂t
e



Kelvin-Voigt

δt = 2µe+ 2ν
∂

∂t
e

δe=
(δt)max

2µ

[

1 − e−
µ
ν (t−t0)

]

t0 < t < t1

=
(δt)max

2µ
e−

µ
ν t t > t1 (si t1 �

µ

ν
)



Maxwell

∂

∂t
e =

1

2µ

∂

∂t
δt+

1

2η
δt

δe=
(δt)max

2µ
+

(δt)max

2ν
(t− t0) t0 < t < t1

=
(δt)max

2ν
(t1 − t0) t > t1



Anélasticité dans la bande sismique

δt=κ0(ω)[1 + iQ−1
κ (ω)](∇ · s)I

+2µ0(ω)[1 + iQ−1
µ (ω)]d

Qκ ' const

Qµ ' const

κ0(ω)

κ0(ωref)
' 1 +

2

πQκ
ln

ω

ωref

µ0(ω)

µ0(ωref)
' 1 +

2

πQµ
ln

ω

ωref



Viscoélasticité

Equation constitutive: rhéologie de Maxwell

d

dt
δtij +

µ

ν
(δtij −

1

3
δij

∑

k

δtkk)

=2µ
d

dt
eij + λδij

∑

k

d

dt
ekk

ν = viscosité

T.F.
⇒ Principe de correspondance

δtij = λ̃δij
∑

k

ekk + 2µ̃eij

λ̃ =
iωλ+ µ

ν(λ+ 2µ
3 )

iω+ µ
ν

µ̃ =
iωµ

iω+ µ
ν



Nombres de Love viscoélastiques

= réponse en surface à une surcharge

impulsive [en δ(t)]

lim→∞ h̃′`(ω) = h′`: limite élastique

limω→0 h̃
′
`(ω) = h′

f
` : limite fluide

h̃′`(t) = TF−1[h̃′`(ω)]

Même chose pour k̃′`(ω) et k̃′`(t)



Exemple

Modèle de viscosité

ν = 1022 Pa s dans le manteau

Peltier W. R. (1974): The impluse response

of a Maxwell Earth, Rev. Geoph. and Space

Ph., 12, 649–669.



Nombres de Love viscoélastiques

h′`(ω)



`k′`(ω)



h′n(t)



`k′`(t)



Déplacement radial

U`(a, ω) =
1

g
h′`(ω)φext`(a, ω)

T.F.
⇒ U`(a, t) =

1

g
h′`(t) ? φext`

(a, t)

Produit dans l’espace fréquentiel
T.F.
⇒

produit de convolution dans l’espace temporel



Temps de relaxation (→ exercices)

Modèle homogène incompressible

ρ = const, µ = const, λ→ ∞, ν = const

h′e` élastique:

h′e` =−
(2`+ 1)

3

1

1 + µ`

µ`=
2`2 + 4`+ 3

`

µ

ρga

P.C.
⇒ h′`(ω) viscoélastique:

h′`(ω) = h′e`



1 +
µ`
τ`

1

iω+ 1
τ`





τ` = (1 + µ`)
ν

µ

T.F.
⇒ h̃′`(t) = h′e`

[

δ(t) +
µ`
τ`
e−t/τ`H(t)

]



Temps de relaxation

Mitrovica J. X. & Forte A. M. (2004): A

new inference of mantle viscosity based upon

joint inversion of convection and glacial iso-

static adjustment data, EPSL., 225, 177–189.



Modèle de viscosité

(Mitrovica & Forte 2004)
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