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Déformations élastiques et
viscoélastiques de la Terre

1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d'une Terre élastique
(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d'une Terre viscoélastique



1. Rappels de mécanique des mi-
lieux continus

2. Déformation d'une Terre élastique
(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d'une Terre viscoélastique



Lol du mouvement
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r — position initiale de la particule matérielle r
X = position de r a l'instant ¢
s = déplacement de r

x(r,t) =r 4 s(r, t): loi du mouvement
x(r, t) invertible = r =r(x, t)

Ent=0: x(r,0) =r



Variables lagrangiennes et
variables eulériennes

Soit une quantité physique:
F(x, t): description eulérienne (spatiale)

f(r, t): description lagrangienne (matérielle)

Passage de |'une a 'autre:

F(x, t) = flr(x, 1), 1]

fr, t) = Flx(r, t), ]



Variations lagrangiennes et
eulériennes

F(x,t) = F(x,0) 4+ AF(x, t)
AF(x,t) = Aflr(x, ), t]

AF ou Af: variation eulérienne

f(r, t) = f(r, 0) +6f(r, t)
5f(r, t) = 6F[x(x, t), 1]

0F ou of: variation lagrangienne



Perturbations infinitésimales

Hypotheses:

e |s| petit

o AF(x,t) < F(x,0)

6f(r, 1) < f(r, 0)

= Linéarisation

=0f(r,t) 2~ Af(r,t) +s(r,t) Vef(r, 0)



Vecteur dérivant d’un potentiel

V(x, t) = —VxP(x, t)
V(x, 0)+AV(x,t) = —Vx[P(x, 0)+AD(x, t)]

= AV (x,t) = —VxADP(x, t)

mais
ov(r, t) ~ —Vdop(r, t) + Ves(r, t) - Veop(r, 0)

ou
08
(Vrs)i; = 8—7;



Variations de volume, d’aire et de
longueur

Gradient de |la déformation:
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Variation de volume

=dtm(f)
~14+V-s



Variation d’'aire

dA'N = JdA®n® - f~1

:>n(r,t)2n0(1—|—no'Vs-nO)—Vs-no

dAtszO<1—I—V-s—nO~Vs-no)



Variation de longueur

vy
o)

2l

dz? — dr? = 2dr-e-dr‘
e = tenseur des déformations
_1l/.T
e=5 (F1-F-1)
Vs + (Vs)! + Vs (VS)T]
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:Vs + (VS)T}



Contraintes

Tenseur des contraintes de Cauchy T':

dF(x, t) = N - TdA?

Premier tenseur de Piola-Kirchoff T
dF[x(r, t), t] = n° - 7dA°

T=J(f) -t



Equations fondamentales
Inconnues:
Vitesse: V(x, t) = %h
Densité: pE(x, t)
Contraintes: T'(x, t)

Gravité propre: G(x,t) = —VxP(x, t)

(si effets thermiques: Energie interne U, Courant
de chaleur Q, Entropie S, Température ©)



Conservation de |la masse

DpE E 3,0E E
| V- -V = F Vi - V)=0
Dt P x ot x (p7V)

Conservation de la quantité de mouvement

DV
PEE = Vx -T+ PEG + Fext

00°s 0
ﬁzvr‘T‘Fﬂ g + fext

Conservation du moment cinétique

T=T"

Equation de Poisson

V2d = 4nGp”

Equation constitutive

oe
T=}"< "t . —)



Si effets thermiques:

Conservation de I'énergie (ler principe)
e DU

— =T : D+ R—Vx-
Y Dt + x - Q

1
D=7 VV 4 (VV)T]
R = source de chaleur
Bilan d’entropie (2eme principe)
e DS Q R

il ORI v A W
o2 TV g Te

Equation d’état
U=U(", S...)

_oU

O =_"_
OS [pE, ...

Equation constitutive

Q=Q(D,,Ve,...)



Conditions de continuité

Interface solide-fluide non visqueux:

[V-N]T =0

Interface solide-solide ou solide-fluide visqueux:

VI =0
Partout:
T-N]T =0
[(®]T =0

[Ve]T =0



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d’'une Terre élastique
(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d'une Terre viscoélastique



Equilibre hydrostatique

V =0
0-
— =0
ot
T = —p°I

V240 = 47Gp°

= Figure sphérique: p°(r)

Sir<R:
AnG [T R
O (r) = = . po(r’)r’zdr’—lhrG/ PO (X2 dr!
T
dp® _ pOﬁ
dr dr
Sir> R:

4 R
600y = =27 [7 00y 2ay’
r



Perturbation infinitésimale de
I’équilibre hydrostatique
(en variables lagrangiennes)

Equation de continuité

Apt = -V - (p%)

Equation de Poisson

V2Ad = 4nGAp~

Equation constitutive
Elasticité linéaire et isotrope

t=—p°I +\0(V -9)I + 2,0
= —p°I + ot

A0 et 40: parameétres de Lamé



Conservation de la quantité de mouvement

02s
Oﬁ =V -6t — p°V(Ap) + p° (V -5) V¢©
_POV (S ' V¢o) + fext
Hypothese:
fext = _Pov¢ext
On pose:

P1 = AP + Pext



Modele de Terre sphéerique PREM
(Dziewonski et Anderson 1981)
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Fig. 8. The PREM model. Dashed lines are the horizontal components of velocity. Where 7 is 1 the model is isotropic. The core is
isotropic.
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Séparation des variables
en coordonnées sphériques

1. Mouvements oscillatoires (en e“?):
0

— = W

=
ot

2. Décomposition de Helmholtz

s(r, w)=Uer+V x (Wr) 4+ e, x [V x (Vr)]

ov 1 oW
=U
er ¥ (ae tGing 8@)66

1 oV oW
+ | — — | €p
sinfodyp 06

:Uer—l—VSV—er X VSW

1 0
&n@@w
Déplacement spher0|dal. Uer + VgV

Vs—ee 5 e

Déplacement toroidal: —er x VgW



Traction:

er‘(st:Rer_l_VSS—erXVST

Variation de gravité:

) = % + 47 GpPU

Tr

= 8 scalaires: U, V, W, R, S, T, ¢1, ¥



3. Décomposition en harmoniques sphériques:

m __ (__1\M (2€+1)(£_|m|)! m 1My
=(-1) J o (E—I-Im!)!PE (cos@)e
¢=20,1, 2, ...
m=-—¥{ —4L+1,..., -1/
m > O:
d€—|—m

P (z) = %\/( e+m<“"2—1)€
m < O:

p-m _(E—I—m)!Pm

AOEE

Orthonormalité des harmoniques sphériques:
27 T 1% .
/o /o Y™ (0, )Y, (6, p) sin0d0 dp = §pr6,y

Pour U, V, W, R, S, T, ¢1, ¥:

0 12
U=3 3 UPG )Y, )

{=0m=—/¢



Déformation sphéroidale
Exemple
=2, m=20




Déformation radiale
¢ =0 m=20




Déformation toroidale
Exemple
=2 m=20
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Systeme sphéroidal

Solide
U _ 2 £(£+1)>\
dr 57“ +ﬁR+ Br
dR _ | o 4pg  A4pBA+2u)|  4u
dr _[ pre r T Br2 ]U 57“R
o4 1) [pg 2#(3>\42-2u)] -
Br
/(041
+ ( :_ )S+p¢
LG YRS
dr 7
ds [pg_Qu(3>\+2u)] g p
dr r Br2 Br
2, 2p 2
—|—{—pw +@[/\(ze +2¢0-1)
3
+2u(+ - D]}V - =549
T T
%:@D—él-ﬂ'GpU
dr
dy _ 4nG £(£+1) 2
— 1—;@0

dr



ou

B=A+2pu

Systeme sphéroidal

Fluide
W_ 2, 1 He+D)
B ey,
e _(_,.,2_*PY
dr (pw r)U

2u0(3\+ 2
+e(e+1>[pg & j“)]vww
Or

%=¢—4WGpU
dr
d 471G /(L+ 1
W _ ar Ctn, 2,
T

pr'f“V = pgU — R + po1



Systéeme radial

Solide
dU 2\ 1
E_—EU+5R
arR _ | o 4 - p(BA+2p) Ap
dr [ S (pg Br )] v ﬁ"‘R
Fluide
U 2 1
a0 TR

dR , 4
o =(‘P°" ““")U
T T



dW

dr
dT

dr

Systeme toroidal

Solide

1 1
— W4+ T
T T

_ [—pw2+(€2+€—2>r%]W

3
i
I"‘



Conditions de continuite

Interface solide-fluide:

U1t =0

Interface solide-solide:

U1t =[v]T=[w]T =0

Partout:
RT =[s]T =1t =0
[p1]T =0

_I_
w1t = [ 4 ancpu| =0



Conditions a la surface

R(a) = pression
S(a) = contrainte tangentielle

T(a) = contrainte tangentielle

(41

a

W(a) + d1(a) = (20 + 1)a" Lopexts



Reésolution

e Analytique

(pour modeles simples: homogénes ou a
couches homogenes — Exercices)

e Numérique

— Différences finies
dy
y(xo + h) ~ y(xo) + h@lxo

— Méthodes spectrales



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d'une Terre élastique

(a) Oscillations libres
— Modes normaux

(b) Déformation forcée

3. Déformation d'une Terre viscoélastique



Corde vibrante

Corde de longueur L fixe a ses extrémités

Elasticité linéaire

Corde homogéne: p = const, T' = const

Vibrations transversales



Fonctions propres

. 27x
yn = ASin —— COSwpt
n

Ap = — WwWhere n=1,.--,0

Fréquences propres

nm |T
Wn = —¢ [ —

LYp

sin ( EE.) ~< -

-
~ -
~ -
SN~ -
-~ -
- -
— -
————




Modes normaux de la Terre

o -
c =z=Z =
= O
& P& 3 Q
@
Seismic | Core modes
modes s | 1 o
1Thr 2?2 1day 435days 2400 days ?

1. Modes sismiques (— Sismologie)

2. Modes de rotation (— Géodésie)

3. Modes de gravité-inertie du noyau liquide
(— Meécanique des Fluides)



Modes de rotation

z = £ =
O =
f_,f,c_)._.—_ O ®,
1 435 ?

Period (days)

i. Nutation libre du noyau liquide (FCN)
ii. Nutation libre de la graine (FICN)
iii. Mouvement de Chandler (CW)

iv. Mouvement de Chandler de |la graine
(ICW)



Spectre des modes sismiques

052 Slichter ?

\ \ >

0 1 Period
(hr)

e Forces de rappel: gravité 4 élasticité
(gravité pour T'> 100 s)

e Observation de centaines de modes sismiques



Classification des modes sismiques

Sphéroidaux S} Toroidaux T}

e Variations de e Pas de variation de
gravité gravité

e Déplacements e Déplacements tan-
radiaux et gentiels

tangentiels

Nombres quantiqgues
e n > 0: ordre radial
e /> 0: degré angulaire
o —[ < m < [. ordre angu-
laire

Dégénérescence
pas de dépendance en m
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Mantle Mantle

Outer Core

Outer Core

Mode de Slichter
1S1 ~ quelques heures



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d'une Terre élastique

(a) Oscillations libres

(b) Déeformation forceée

3. Déformation d'une Terre viscoélastique



Nombres de Love et Shida
(Force extérieure de volume)

U(a)

h —_
£ ¢ext€g(a)
V(a)
)= —
¢ ¢ext£g(a)
141y = 0@ _ g | 8@
¢ext€ ¢ext£



Nombres de Love

Nombres de Love

Nombres de Love

0.7

Modele PREM

— =

1 2 3

log(Degre harmonique)

8 12 16 20

Degre harmonique



Hy(r) et Ky(r)
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Exemple k>
Variation des composantes du tenseur
d'inertie
A 1121713

I1o B I»3
I13123 C

@0 = M {a _ i (g)Hl [J,Py(cos )

|

¢
+ > CYE(0, ) + SPYFT(, )

m=1

p _C_A—é—B
2= Ma?

127 113 ol
5 Ma? 2

127 B — A g2 127 I1-
5 2Ma?2 5 Ma?

N
[

S
||
N
||
|



Soient:

e Modele de Terre sphérique

GM

0_ _
¢ T
AO0O
=040
00A

e Perturbation de degré 2, d'ordre O ou 1
- Qbextgl (m — 07 1)

= A¢p5'(a) = kodexts (a)
A+1I11 I1o I13

= 1 = Ino A+41 123
I13 In3 A+ I33

Relations entre I;; et ¢ext5'(a)?



On montre que (— exercices)
e Pas de perturbation d'ordre 2 = 11 = I>o

e Linéarisation

I+ Io+ I33 = 4/V0 pOrUsYs" dV =0

133
= I11 = Irp = Y
Conclusion
/ kga
I31 = 107 ¢ext2(a)
5 kga
I30 = Ton Pixtz(a)
2k2a3
I33 = — dexta(a)

3 G



Variation de la force centrifuge
foxt = —w X (wxr)—l—wo X (wo xr)
w® = (0, 0,0)
w = (w1, w2, 2+ w3)
= foyt =—-V {Q [wlxz + woyz — ws(z® + yQ)} }

4 2
=QV {\/17;(0013/201 +woYsh) + gws(l — Po) | r?

a®

I31 = ko—2
31 23571

a2

I35 = ko—X2
32 23G w2

4q°
I[37 = krh——2
33 29G w3



Observable
Facteur gravimétrique

2 (41
§)=142h,—
¢ T

Ky
Ager mesuré par un gravimetre en r = a.

1. force de marée

d ¢
ety — Loier
dr r

2. déplacement radial du gravimetre

d 2qU 2hy
(s-V)g= —Ud—ger =2 €r = —T¢ext£er

r

3. redistribution des masses en surface
¢+ 1

kodextoer



Observations

Diurne
1 ’3 ] PSI1
[0} 1,2 PHI1 )
© 3 S QRO1 CIPy NEHI1 A1 TeTA! *Yo NUH
E N B
ol 3801
E 1 1 = 3MK1 M1 ?
< [ ]
1 e TO05 (1987-1996)
e (026 (1997-2008)
1 ,O l L] T 1 I ) ) ) I T ) ) I L] T 1 I ) I 1
12 13 14 15 16 17
4 -
? 21 i : é
()]
[0}
= ] - b | ’i % ‘é §e §
(O}
2 2- % %
N o=
o ]
-4
| | T T T T T 1
17

Fréquence (degré/heure)

(Gravimetres supraconducteurs TO0O05 puis
C026, Strasbourg. J.-P. Boy)



Semi-diurne

1,3 5
(]
1) 1,2 1 NAU2 T2 Langih 3 EQ’ 2;
R ¢ w * T °
= @
o
E 1’1 7] f 3MK2
< 3mJ2 ' .
® TO005 (1987-1996) !
e (026 (1997-2008)
1 ,O l ) ) ) l ) 1 L) l L) L) L) l
.27 28 29 30
4 -
. $ % @0
@\ -
()] 1 L
: o ,i
S 01 o o ¢ 3
) ]
2 2
N o=
o ]
4 -
l ) ) L) l ) T L) l L) L) L) l

Fréquence (degré/heure)



Ter-diurne

139 & T005 (1987-1996)
e CO026 (1997-2008)

1,2

Amplitude

1,1 4

1 ,0 T T T T T T T T T
43 44 45

Phase (degré)

43 44 45

Fréquence (degré/heure)

Analyse de marées

Melchior P. (1983): The tides of the planet

Earth, Pergamon Press.

Zurn W. (1997): Earth tide observations and
interpretation, in: Lecture Notes in Earth Sci-
ences - Tidal phenomena, eds Wilhem, Zurn,

Wenzel, Springer.



Observable: Facteur clinométrique

Ye=1+4+kp—hy

w | . / Jéfotm'e.
/ ’ - — ol dé%'\w\é

Aol mem G\c-'_fovm;'

e o — 1 Mesuré par un inclinometre
~sin(aa—i) =|nxXv|l~nxer|—|e XV

e N Nnormale a I'équipotentielle
r=a+ (1+ kp)lex

e  normale au sol déformé

r=a _|_ héﬁbe;(tﬁ



Observable: Facteur extensométrique

op = 2hy — £(£ + 1)1,



Nombres de Love en pression
(Pression en surface p)

_ U(a)

hy = g
Py

-~ V(a)

lp = Pyg
2

L, — Ag¢(a)

(= p

Dy



Nombres de Love en surcharge
(Surcharge superficielle a symétrie axiale o)

1. attraction directe

_ 3g (r\toy
¢exte—m<a) >

2. pression en surface

p=0g
(204 1D)U(a)
= 30, p
s (20+1)V(a)_
= 30, p

3oy g



Nombres de Love en surcharge
Modele PREM

Nombres de Love en surcharge

1 2 3

log(Degre harmonique)

Nombres de Love en surcharge

4 8 12 16 20

Degre harmonique
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Fonctions de Green pour une
surcharge

Déformation due a une masse unitaire
ponctuelle en surface?

— évaluation de séries du type

©.@)
> hyPy(cosb)
(=0

Farrell W. E. (1972): Deformation of the
Earth by surface loads, Rev. Geophys. Space
Phys., 10, 761—-797.



1. Rappels de mécanique des milieux continus

2. Déformation d'une Terre élastique
(a) Oscillations libres

(b) Déformation forcée

3. Déformation d’'une Terre ViISCO-
élastique
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e Bande sismisque: réponse (an)élastique

e Rebond post-glaciaire (~ 10000 ans):
réponse viscoélastique

e Entre les deux:
Burger généralisé? (Yuen et Peltier 1982)



Rhéologie linéaire

Elasticité linéaire et isotrope
(loi de Hooke)

ot=\0(V -s)I + 2,
=kO(V - s)I + 2,°d
KO = X0 4+ 2/3,udO

d=e—%(Vos)I

Fluide newtonien

—K’OQ(V s)I + 2v-—

0 = viscosité dynamique
Hypothese fréquente: /0 =

Anélasticité linéaire isotrope

5t—/t o(t—t)—(V $) dt'T

—|-/ 200t — ¢ )@d dt’



Analogies 1-D
“Ressort” et “piston”

Elasticité linéaire

ot = 2ue

st en




Viscosité linéaire

ot = 2V2€
ot

'l

1




Kelvin-Voigt

0
ot = 2 2U—
ue + I/ate

_ (0t) max

2p
_ (5t)maxe—gt

2p

de

[1 _ e—%“—m)] to <t <ty

t >t7 (si t1>>ﬁ)
1%



Maxwell

1 1
2e = —2575 + —ot
ot 2u 0t 2n

St 0 St Twar (b-t)
? !/‘_‘
¢ ¢, 5 ¢ ' 21 t
ot ot
5o = (O)max + ( )max(t —tg) to<t<ty
2u 2v
ot
= Omax ) t>t

22U



Anéelasticite dans la bande sismique

ot =k (W)[1 + Q. Y (W)(V - 8)I
+2u°(w)[1 +iQ; H(w)ld

Qx ~ const
QQu = const
0 2
i W) 14 2 h
K2 (Wref) TQk  Wref
10 (w) 2 w

~1+ N
MO(Wref) WQM Wref




Viscoelasticite

Equation constitutive: rhéologie de Maxwell

d 7 1
aﬁij + ;(ﬁz‘j - 55753' z]{:ﬂkk)

d d
=2p—€ij T Ay zk: —rCkk

v = Viscosité

T.F. .
=" Principe de correspondance

Stij = A0ij Y | el + 2fie;;
k

iwh + 50\ + )

X =
iw—l—%

W
1w + %

i =



Nombres de Love viscoelastiques

= réponse en surface a une surcharge
impulsive [en 6(t)]

iMoo h)y(w) = hj: limite élastique
limy, o Rjy(w) = R'3: limite fluide
Ry(t) = TFL[A)(w)]

Méme chose pour kj(w) et k)(t)



Exemple

Modele de viscosité
v = 1022 Pa s dans le manteau

25
3
241
0
2]
O 23+
Q.
=
& :
o 2.3 1.2 INVISCID
2 —_—
(CORE)
21
2
20 I |
0 10 2.10° r<b
a-r(km)
Fig. 1. Mantle viscosity models 1-3, described in text.

Peltier W. R. (1974): The impluse response
of a Maxwell Earth, Rev. Geoph. and Space
Ph., 12, 649—-6609.



Nombres de Love viscoelastiques

hy(w)

LIBBE LV L LR L

LOG |0 (hn)

v rrned 11

§ SN [N O YN N U O N SR SO U 1 1 NS MY S 1 N N N Y OO N
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Fig. 2. Love number s spectra for viscosity model 1 (h,). The cor-
-esponding value of #n is marked beside each curve. Note the asymp-
otes for large and small s, which correspond to the elastic and
sostatic limits, respectively.
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Fig. 3. Love number s spectra for viscosity model | (nk,). Note the in-
tersection of the small » spectra at intermediate s values,
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Fig. 4. Time dependent Love numbers A, for model 1. The plot is
log linear. Note the strongly nonexponential style of relaxation of the

low-order Love numbers and the extremely slow exponential style of
decay of the n = 10,000 Love number.
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Déplacement radial

1
UE(CL, CU) — g hZ(w)qbeXtE(aaw)

T.F. 1
= Uy(a, t) = ;hé(t) * dextp(a,t)

Produit dans l'espace fréquentiel

T.F.
=

produit de convolution dans |I'espace temporel



Temps de relaxation (— exercices)
Modele homogene incompressible
p = const, u = const, A — oo, v = const

h%e élastique:
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Temps de relaxation
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Fig. 2. A summary of two sets of postglacial rebound constraints on the viscosity inversions. Main frame—the relaxation spectrum derived [30]
from the postglacial sea-level history in Fennoscandia along a profile shown in the bottom-right inset. Top-left inset—postglacial decay times at
Angerman River, Sweden {42], as well as James Bay (JB) [44] and Richmond Gulf (RG) [43 (right datum), 44 (left datum)] in the Hudson Bay
region. (Our inversions used the decay time derived in [44] for Richmond Gulf.) The location of these three sites is given in the insets at bottom.
The dotted line superimposed on each datum represents a forward prediction based on the GIA-only inversion in Fig. 3, while the solid and
dashed lines are predictions generated using the two joint GIA-convection viscosity inferences shown (using the same line type) in Fig. 3. Fora
given viscosity model, the decay times predicted at Richmond Gulf and James Bay are similar and we show only the average prediction fSr the
two sites. The GIA forward predictions adopt an elastic lithospheric thickness, LT (see text), of 80 km.

Mitrovica J. X. & Forte A. M. (2004): A
new inference of mantle viscosity based upon
joint inversion of convection and glacial iso-
static adjustment data, EPSL., 225, 177—-189.



Modele de viscosite
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Fig. 3. Results of Occam-style inversions (see text for details) of the GIA and convection data sets described in the text. The dotted curve is the
inference based on the inversion of GIA data alone. The solid and dashed lines are joint inversions of GIA and convection data sets
distinguished on the basis of the seismic shear wave heterogeneity model adopted in the prediction of convection observables (Grand [54] and
Ekstrom and Dziewonski [55], respectively). The solid and dashed profiles have a viscosity value of 7.8 X 10'® Pa s in the low-viscosity layer
above 670 km depth. The three horizontal solid lines represent three of the radial regions resolved by the GIA data, as estimated in previous
studies (see text). These include constraints imposed by: the Fennoscandian decay time (“FDT™), Hudson Bay decay times (“HBDT?) and the
Fennoscandian relaxation spectrum (“FRS™).

(Mitrovica & Forte 2004)
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