
Ecole d’Eté du GRGS: Mesure et Modélisation de la Gravité, 6-10 septembre 2010

Ecole d’Eté 2010 du GRGS

����������	
��
�	


��	��������

���������	� �����������



LE  CHAMP  DE  GRAVITE
DES  CORPS du SYSTEME SOLAIRE

POURQUOI  ?

ASPECTS SPECIFIQUES:
- (A) Modélisation des champs

de gravité en planétologie

- (B) Comment  ?

Ex: LA DETERMINATION DU CHAMP
DE GRAVITE DE MARS



POURQUOI  ?
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R =  3389.9 103 km
M =  6.4185 1023 kg
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C / (MR2) =  0.365
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Ex:  Mars "simplifiée"
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[*] Données sismiques seulement pour 
la Terre, la Lune (et ~Mars) voir cours précédents



Géodésie  Planétaire

Géodésie
Planétaire

...

...  aspects
spécifiques



(A)  

Modélisation des champs de gravité

en planétologie

ASPECTS  SPECIFIQUES



Représentation  en  harmoniques sphériques
du potentiel de gravitation

r : rayon vecteur
( : latitude , ) : longitude 

… dans un système de référence fixe / corps
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Rappel des cours précédents



POTENTIEL  GRAVITATIONNEL 
A  PARTIR  DE  LA  FORME ET  DE  LA  DENSITE

1. Harmoniques sphériques gravitationnels à partir des 
harmoniques de la forme. Cas de plusieurs surfaces limites 
Une application au potentiel mutuel d'un astéroïde et son satellite

2. Représentation polyédrique à faces triangulaires

3. "Mascons" : disques plats et disques sphériques

4. Anneaux

Ce qui est nouveau



Transformation analytique exacte

Méthode numérique

Une application au potentiel mutuel d'un astéroïde et de son satellite

H.S.  gravitationnels

à partir des

H.S. de la forme

1.



Forme d'un corps

Représentation fonctionnelle du rayon vecteur  r : en H.S.
(ou de la hauteur / surface de référence simple - e.g. ellipsoïde)

� potentiel gravitationnel (si densité uniforme - ou constante / modèle) (*)

r

r connu en certains points Mj ( j j , l j ) :

, 8 :  rayon moyen

6GF= { 5GF, <GF} topo.

ANALHS_MC

+ �� = { 4 �� $�� �� }Gravit.

TOPOGRAV (cf. G.B., Cel. Mech.,17; 1994)

(*)…ou calcul numérique du potentiel gravitationnel (et du champ) après décomposition de
la forme du corps en faces triangulaires (cf. ��������8 . : logiciels  tricosa_sphere et pot_polyed_tri, GB, 2008)
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Transformation analytique exacte

On utilise les H.S. sous une forme normalisée différente de la forme géodésique
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- Transformation préalable des H.S. de la forme du corps :
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- Forme des H.S. gravi. :

- Développement de � D par les coefficients multinomiaux
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Fait intervenir des coefficients analogues à ceux de Clebsch-Gordan,
(lorsque D = 2) ... mais  généralisés !

avec :

On a (Rotenberg, 1959) :
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On introduit (Balmino, Cel. Mech. 17,1994) 
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puis, de manière générale :
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Application : volume, tenseur d'inertie

Données :    - H.S. de forme : , 8 ; ( 5=� , <=� ) - non normalisés

- densité  r
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En se limitant aux termes du 2.ème ordre (D=8) :
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Méthode numérique

)'
-

)B8)'-'
-

-
=

)' <
-
< D

D

�

,
,

��.
,

D+ �
�

�
�
� C��

�

�
��
�

� +
�
�

�
�
�

�
++

=
pr

sljlj
s


?�D �
�

D�
� )$')$')'

B

0��=C

��
=³

+=
=

0
=0=0=0

>

=

*0<05�
<B

)'���)������')$' jlllj

On part de :

avec

Le calcul des  G�
�� �D$�se fait par analyses harmoniques successives 

des fonctions � D en générant des grilles régulières de ces fonctions
(logiciel ANALHS, avec algo. PSLR)



Exemple : PHOBOS (d'après Balmino, 1994)

Modèle H.S. (5=�'�<=� ) jusqu'au degré-ordre 8
Déterminé à partir de : - 613 mesures ponctuelles de r

- 8 valeurs moyennes ,
et  inversion par ANALHS_MC (*)

(*) on a retrouvé le modèle de Duxbury : Planet. & Space Sc., 1991

Accord ( rms par degré), pour un même D��� ,
entre approches analytique et numérique
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Cas de plusieurs surfaces limites
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Ida et Dactyl

Une application au potentiel mutuel d'un astéroïde et de son satellite

Etude des mouvements rotationnels (*)

Potentiel mutuel de deux corps (S) et (S') : #
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-#
mm(S)

(S')

*

*H

(*) cf. Balmino G. "Quelques problèmes de rotation dans l'espace. Applications en géodésie, en dynamique des 
solides et en planétologie" (GB/NS/R.7911/CT/GRGS), jan. 1978

Balmino G., N. Borderies, Gravitational Potential of Solid Bodies in the Solar System, Celestial Mechanics, 17,1978
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... mais il faut partir des HSforme de (S) dans (R)  et HSforme de (S') dans (R')  !
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: asc. droite

: déclinaison

,�1�, 8 : longueurs de référence
gravi. / forme pour (S) 

,H�1�,H8 : longueurs de référence
gravi. / forme pour (S') 

(en utilisant le théorème de transformation des ?�� par translation)

: coef. HSgravi de (S) dans (R0) : coef. HSgravi de (S') dans (R0)
<
��+ <+�0+

(*) on a une formule analogue avec les fonctions et les coef.0�
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Cayley-Klein-Morton
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Eq. d'Euler
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2. 
Représentation polyédrique

à faces triangulaires

- Potentiel gravitationnel sous la forme d'une intégrale de surface
- Contribution d'une face : polygonale, convexe; cas triangulaire
- Expression du champ (cas triangulaire)

Problème connexe : approximation d'une surface par un polyèdre
pavage de la sphère unité par décomposition icosaédrale
projection centrale du pavage



���=
@


�
�

-*#
B

)'
densité r = constante

��=
�


���-# Q/Q
8
B

r

.

· *� �0�0

(� )

R@S

� ���� 	

�

�

�=

&�	��
&�	���


���
���
)'

Q/QQ/Q

"

- Face plane
- Face plane polygonale convexe
- Face triangulaire

Approche de R.A. Werner (Cel. Mech. & Dyn. Astr. 59, 1994) :

Préliminaires



� Pour une face plane � &

Géométrie du problème
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� Pour une face plane polygonale convexe
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� Pour une face triangulaire
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Pour une face triangulaire (suite et fin)

� Champ (vecteur accélération)

4)')')3'
8
B

-B-B8-8-B8B8<
/ 222L-

�
# �� hhhhhhr -+-+--=
¶

¶

4)')')3'
8
B

-B-B8-8-B8B8<
/ 222L-

�
# �� xxxxxxr -+-+-+=
¶

¶

�
�
�

�
�
� -+++D+D+D-=

¶
¶

4)/'+++343
8
B

<-8B<-B-B8-8-B8B8
/ pr L����...L222-

K
# ��

���

Dans le repère (r) = {O, xhz} lié à chaque face triangulaire :

Expressions utilisées dans le logiciel pot_polyed_tri (G.B., 2008) (*)

- comprend aussi le tenseur Ñ8# des dérivées secondes
(expressions sensiblement plus compliquées...)

(*) implanté dans GINS
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Problème connexe : approximation d'une surface par un polyèdre
pavage de la sphère unité par décomposition icosaédrale
projection centrale du pavage

Soit une surface d'équation : )$' lj&� =
(quelconque - par ex. HS)

On cherche à l'approximer par un polyèdre

Une méthode de génération d'un tel polyèdre : 

point de départ : l' icosaèdre

(i) tessellation itérée
(ii) projection sur (S)



Icosaèdre : 5ème solide de Platon

20 faces       (F=20)
12 sommets (S=12)
30 arêtes      (A=30)

R= rayon de la sphère circonscrite
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l =
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(R)

: longueur des arêtes (*)

: distance du centre à chaque face

: surface

: volume

8
DB+=F

(*)

Coordonnées (j $l ) des sommets dans (R) 0 :�B��' p;8$<)
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0�:�O$N$C$B<$BB���Rq$�'80#B-)p;DS

0 :�B8��'#p;8$<)

)DPD<DB8/8P)D;D'�%���� <==q



Pavage de la sphère unité

A chaque étape (n) on décompose chaque triangle sphérique
en 4 triangles sphériques définis par les milieux des côtés

icosaèdre (polyèdre P0)  ® polyèdre (P1) ® ... ® polyèdre (Pn) (*)

(*) Les (Pk)k>0 ne sont pas "réguliers"

"1"

"2" "3"

"1,2" "3,1"

"2,3"

aB$8

bB

g8 g-

gB

aB$-

a8$B a-$B

a8$- a-$8

b8
b-

T1

T2 T3

T4

Fn = 4n F0
Sn = S0 + F0 (4n -1) / 2
An = Fn + Sn -2  (Euler-Poincaré)

{F0=20 , S0=12 , A0 = 30} {Fn , Sn , An}

Si nécessaire les angles des triangles sphériques T1, T2, T3, T4
se calculent aisément.

Ex. n= 1 :  8;=;-$BB$-8$--$8B$88$B qpaaaaaa +======
qpbbb -=== 8;-8B

D;8-8B pgggg ====

)'�%���� D
D=q



Projection centrale du pavage
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Une application pour tests - étude Rosetta (GB, 1997)

Surface "haricot" : B��<���I����)
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3.

"Mascons"

Disques plats et disques sphériques  



Disque plat
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Disque sphérique (cap "mascon")

Repère planétocentrique
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Disque sphérique (suite)
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:  intégrale elliptique complète de 1.ère espèce

:  intégrale elliptique complète de 2.nde espèce
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Disque sphérique : développement en H.S.

Avec les notations précédentes, et en définissant :
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4. 
Anneaux



� = masse de l'anneau

Géométrie

Anneau plan, limité par deux cercles, 
infiniment mince (densité de surface)

Repère lié à l'anneau

K: ortho. plan
de l'anneau
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COMMENT  ?

ASPECTS  SPECIFIQUES
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(t) � photogram.
altimétrie (D)

� résolution : ~ ou < km !
ex : MOLA-MGS

station
TERRE

(g) � observ. des
perturbations
orbitales

�� ~0.05 – 0.1 mm/s
.

lll l min
~ altitude

� résolution
~200 km

(MGS, ODY) 
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DOP

OBSERVATIONS

MODELES
PHYSIQUES

MODELES
numériques,
statistiques.

Cadre relativiste précis !

- de trajectoires
- de fonct. du champ

autres :
altimétrie,

(Terre � )  landers
...

- gravitation : "moyenne"
marées
var. tempo. 
(transf. de masse)

- frottement atmosph.
- pressions de radiation

+ cinématique terrestre et planétaire
propagation, etc... 

Grands 
logiciels

de 
géodésie
planétaire

L' AMELIORATION  DES  MODELES  PHYSIQUES  ET  LA  D .O.P.
(Détermination d'Orbite Précise)
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(*) Satellite to Satellite Tracking : mesures Doppler, d e distances, d'angles ( � VLBI)

APPROCHE USUELLE

AUTRES SYSTEMES (ex: SELENE, GRAIL)
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Quantité observée = phase du signal (code) transmis à la station de réception
- phase du signal (code) reçu



Capacité d'un "système" à restituer le potentiel gr avitationnel
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On se donne une loi a priori, approximative, de variation fréquentielle du champ

Evaluation "rapide" : ex. mesures Doppler
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Analyses de covariances +/- sophistiquées :
logiciels MANEGE, SLIMFAST, PANURGE, ANALHSMC

Simulations "en vraie grandeur" :
logiciel GINS



EXEMPLES  D'ANALYSES  DE  COVARIANCES 

Approche semi-analytique

Utilisation du logiciel ANALHS_MC :

- suffisant pour "dégrossir" un problème
- très rapide :   quelques secondes sur un PC standard

pour les exemples qui suivent...
- très général : 

. détermination et/ou analyse de covariances 
des champs de gravité, champs magnétiques,
topographies, albedos, ...

. données d'environnement, champs astrophysiques, ...

. traitements simultanés de plusieurs fonctionnelles

. etc...



Potentiel gravitationnel en géodésie spatiale

r,j ,l

Deux approches sont aisément justiciables
de traitements - analyses par ANALHS_MC
(hors contexte dynamique rigoureux, non linéaire*) :

- (i) utilisation de données de vitesse (totale),
par l'intégrale de l'énergie,

- (ii) utilisation de mesures (réelles) qui sont des
fonctionnelles linéaires des paramètres 
décrivant le potentiel, par exemple : 

. toutes les mesures géodésiques de surface

. les mesures de gradient de gravité en orbite

La première approche permet aussi d'étudier les déformations de marées
dues à un corps parent , par exemple de déterminer le nombre de Love k2
(ou d'analyser les conditions de sa détermination), en particulier en planétologie.
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Dans un repère lié au corps étudié (corps "central"), le "potentiel" (en fait fonction de force) est :

)B���������/$������������I��' << =4�4 ����

* ... qui impose le traitement par GINS-DYNAMO



(i) Données de vitesse totale

L'intégrale de l'énergie, sous sa forme différentielle élémentaire,
fait intervenir les coefficients de sensibilité (dérivées partielles): 
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(ii) Mesures de gradient de gravité (gradiométrie)

Coefficients des
dérivées partielles

N.B. Les mesures sont faites dans un repère { xhz } lié au satellite
� on complète le tenseur pour faire les rotations ad'hoc
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En repère "local" * :
x :   W  ® E
y :   S   ® N
z :   … ® zénith

pour chaque (l,m) : 

�
#

�
#

�

#

��

# ��������

¶
¶

+
¶

¶
-

¶

¶
=

¶

¶ B��

���

B
88

8

888

8

j
j

lj

�
#

�
#

��

# ������

¶
¶

+
¶

¶
=

¶

¶ BB
8

8

88

8

j 8

8

8

8

8

8

K

#

�

#

�

# ������

¶

¶
-

¶

¶
-=

¶

¶

� pas de singularité

��
�

�
��
�

�
++�

�

�
�
�

�-=
+

l
l

jjj
�

�

$�*�
$���*$��

�
,

,
-.

� ����

�
�
�� ���

���
4;������B3 888

-

-

��
�

�
��
�

�
-+�

�

�
�
�

�-=
+

l
l

jjj
�

�

$�*�
$��$�*��

�
,

,
-.

� ����

�
�
�� ���

���
4;������B3 88

-

-

��
�

�
��
�

�
++�

�

�
�
�

�+=
+

l
l

j
�

�
�*�

�
,

,
-.

� ��

�
K
�� ���

���
)'����8)'��)B'��

-

-



Perturbation de marée solide due à un corps parent (CP)

+

x

·
P(r,j ,l )

CP
(1 : )

r *

CP est défini par :
- T* : période orbitale

(® n* : moyen mvt. "moyen") 
- e*, I* , W* , w* , M* : éléments orb.

Potentiel perturbateur (limité au 1.er terme) :

)'���8-0

8
00 y*

�
�

-.# =
(polynôme de Legendre usuel)

y

� au 1.er ordre en e* , le potentiel perturbateur de marée en P est :
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�= yljd

rayon moyen
= ,

nombre de Love � (intégrale de l'énergie)



Les types d'orbite envisagés

Orbites elliptiques en précession Trajectoires de survol ("flyby")

définies par :
- un jeu d'éléments moyens à t0
(� termes séculaires dus à J2, J4    
(formalisme de Brouwer);

- une durée de mission donnée : T

définies par les éléments au périastre P0 :
- époque t0
- inclinaison E8 de l'orbite
- rayon vecteur � 8
- vitesse @8� '�Q�@���������� ��� 3-.1� 8 4B;8 )
- et :   .  soit {dW0 , w0} 

long. du nœud asc. / méridien origine
argument du périastre 

.  soit {j 8 , l 8 } + index asc./desc.
longitude et latitude du périastre / corps 

+  le rayon vecteur maximum rmax de prise   
en compte des données 
� détermine la durée, T, du flyby

- justiciable de traitement par le logiciel PANURGE

On définit également le(s) type(s) de mesures considérés :
- vitesse, gradient de gravité (par composante)
- le bruit des mesures (m/s ; Eötvös par composante);

et le pas d'échantillonnage Dt

N.B. T peut être une période de répétitivité, 
correspondant à une résonance ( b : a)
i.e. telle que : 
a x (période de rotation du corps / nœud de l'orbite)

= b x (période orbitale nodale)
- ceci correspond aux cas justiciables de

traitements par le logiciel MANEGE…



Exemple : Mission lunaire 1
altitude ~100 km, I = 89°

Champ (30,30) - T = 27.5 j - Dt = 240 s
Vitesse seulement : s@= 100 mm/s

non visibilité
depuis la

Terre

matrice d'indexs de couverture

940 valeurs propres > 0
sur 958

561 retenues

Erreurs relatives (… / loi de Kaula)

s 34 �� 4s 3� �� 4

solution :
pseudo-inv.

solution
régularisée

2 : loi empirique

s �

s �

2 : loi empirique

variances des erreurs par degrévariances des erreurs par degré



Exemple : Mission lunaire 2
altitude ~100 km, I = 89°

Champ (50,50) - T = 27.5 j - Dt = 120 s
Vitesse : s@= 100 mm/s
Gradients de gravité :¶8#�1 ¶� 8 : sgg = 0.01 E  

couverture des mesures variances des erreurs par degré

Pas de régularisation 
Solution "full rank"

s �

loi empirique



Projet  EJSM  (Europa Jupiter System Mission)

1. flybys Europe

2. phase orbitale Europe

EXEMPLES :

3. flybys Callisto



EJSM : Europe - 1 :     7  Flybys
(hypothétiques)

éliminé
r0 > rmax

3.000500010°350°55°25.50007

0.11491.150270034°333°35°23.52716

69.51009.700240090°205°95°19.53205

7.03203.500210088°154°72°15.53604

1.00001.78961200038°325°130°11.541-13

27.340

0.9725

0.5300

®®®® e

5.500

1.900

1.750

V0 (km/s)

3000

1760

1600

r0 (km)

2°

70°

-60°

wwww0 /  jjj j 0

307°

52°

1°

dWdWdWdW0 / lll l 0

90°27.52118

85°11.09702

5°10.01

I0t0cléN°

rmax = 4000 km
Dt = 60 s
Vitesse : sV = 100 mm/s

clé = 0 : {dW0,w0} ; sinon : { j 0, l 0}, +1 : pass. ascendant, -1 : pass. descendant

couverture des survols : r < rmax

s �

loi empirique
2 :

1

2

3

4

5

6

8

CP

positions sur l'orbite / CP, à t0

Jupiter

(important pour k2 )

...et s(0/ ) = 3.1 10-2



s �

2 10 20 30

loi empirique

EJSM : Europe - 2 :           Orbiter

altitude moyenne = 200 km
I = 90 ° ;  résonance (  b : a) = (335 : 9)

T = 60 j   ;   Dt = 60 s
Vitesse : sV = 100 mm/s

couverture complète :
9 à 25 (moy. = 20) mesures par cellules 3°x 3°
(compatible avec solution jusqu'à lmax = 30)

s �

solution MANEGE

... et s(0/ ) = 3.6 10-5

Comparaison avec le logiciel MANEGE



Champ de gravité de Callisto
Analyse de covariances de 12 flybys hypothétiques

47.07711.709251726°210°89°759.35112

4.00403.5282886-31°345°34°670.56111

3.90703.676260759°274°77°501.87110

1.66302.4733126-10°221°11°382.6619

1.08102.301282221°143°22°263.34-17

1.89502.6213025-46°110°129°210.7716

1.88002.448345059°75°94°175.8815

1.00002.354049259157°41°62°157.2014

3.61503.5502629-23°3°27°89.44-13

0.8744

0.7604

1.6260

®®®® e

2.150

2.150

2.690

V0 (km/s)

2911

2734

2605

r0 (km)

29°

-2°

8°

wwww0 /  jjj j 0

178°

320°

25°

dWdWdWdW0 / lll l 0

36°347.78-18

175°37.6712

10°2.0811

I0t0cléN°

* clé = 0 : {dW0,w0} ; sinon : { j 0, l 0}, +1 : pass. ascendant, -1 : pass. descendant

couverture des survols : r < rmax

rmax = 6000 km
Dt = 60 s , Vitesse : sV = 100mm/s

EJSM



1

2

3

4

5

6

7
8

9

10

11

12

positions sur l'orbite / CP, à t0

Jupiter

De la répartition des positions dépend
la précision de détermination de k2 . 

Ici : s(k2) = 3.3 10-2

Callisto : Analyse jusqu'à �max = 6 , + k2

K (représenté) =
int [10. x abs(coef.) + 0.5]

coefficients de corrélation           

loi empiriques �

EJSM



LA DETERMINATION 

DU  CHAMP  DE  GRAVITE  DE  MARS

40  ANS  D' ETUDE

EXEMPLE
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précédents



MGS

ODY

MEX

� Plusieurs orbiteurs 
( avec � Incl. orb. ) …

… permettent de 
mieux décorréler
les harmoniques 
de la représentation

… sous réserve d’observabilité (couverture, précisio n) !!!

pas assez de mesures pour études globales
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 MGS ODY 

semi-major axis (km) 3768 3796 

eccentricity 0.01 0.01 

inclination (deg) 92.9 93.1 

angle between orbital 
planes (deg) 
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Mars gravity field determination
at CNES (cooperation with ORB)

- 2008 -
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Res. Dop-1
x 0.035 ® mm/s

Res. Dop-2, 3
x 0.0175 ® mm/s

Res. dist (m)

Biais. dist (m)

Résidus des observations après solution (MGGM08A)



Coefficients des forces de surface
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Comparaison spectrale : MGGM08A , MGS95J , MGM1041C



SPECTRE  D'ERREUR



Facteur 5 
appliqué dans
l'utilisation de 
ces erreurs



Géoide isostatique
( E�� )
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(signal réduit de 60%
en moyenne)
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Tharsis
MGGM08A

isostat.



Geoid degree variances (m)

Compensation depth (km)

Geoid degree variances (m)

Compensation depth (km)
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HOT  TOPICS

Time variations of gravity field :
to constrain CO2 seasonal mass variations 
between polar caps and the atmosphere

Global deformation of planet :
response to tidal deformation is one key
to learn about the core
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tidal pot. � U2

. � (External pot.)   =  k 2 � U2

. � r (deform.)          =  h 2 � U2

k2 , h2 :  function of internal structure (e.g. core)  

perturbations

change of shape
(altimetry)
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PREVIOUS  WORKS
ON  THE  TIME VARYING  GRAVITY  FIELD  OF  MARS



'B<#C)

�K1� ������#�1���' D������ ������'�7RRR )�

Ls

���� ��%���������6 1�%���%����" X��������66��������

4�2 3)')'
<

�

$8;)'$8;)'$ 0��

2

�

2

20 �

2

����0�
��

�0��0�����

�

��-E"+
�
,

�
-.

Y
��

�
�

�

��

�
�

�
�
�

�
�
�

�=Â � � � �
= -=

¥+

-¥=
-
=

--

!��� ������ ���44����������� /� �����/�� ���������� (
V��0�
��1�W�V� 7L ?�4MV� ML?�4J�V� JL ?�D
V��0���1��W�V� FL ?�4NV� NL?�4H�V� HL?�D



Variations de C20 (par rapport à la valeur moyenne de MGGM08A)

(barres d'erreur à 1 sigma)



Comparaison des termes annuel + semi-annuel de trois solutions pour C20(t)



Variations de C 30 (par rapport à la valeur moyenne de MGGM08A)



Comparaison des termes annuel + semi-annuel de trois solutions pour C30(t)



Les précédentes valeurs déterminées de k2
0/



X7 �������� 0��	
A!�Y1
7LLH�(�,*
�0�������71(� L�ENN�Z L�LEE
7LLH�(�!�Q� L�EFH�Z�L�LLF
7LLH�(�,*
�?�!�Q� L�EMN�Z�L�LL7
7LLK�(�,*
�?�!�Q� L�E7L�Z�L�LLF���

04�������������1

X7 
�����4����S$%�� '.��� ��� �����/$� 7LLJ)
L�EML�Z�L�LLG

������������� �4 %�
�����/�� I 7



Rayon du noyau martien en fonction de k2

CNES-ORB JPL

Minéralogie du manteau selon Dreibus & Wänke (1985) et deux températures extrêmes
(rouge : manteau chaud; bleu : manteau 'froid' )

Densité crustale entre 2700 et 3200 kg/m3 , et épaisseur entre 20 et 100 km
(résultent en l'épaississement des courbes)

Les deux zones grisées correspondent aux domaines d'incertitude des deux solutions:
JPL (2006) et CNES-ORB (2008)



M E R C I


