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ÂGlobal

ÂBasse 
résolution

ÂRégional

ÂMoyenne 
résolution

ÂLocal

ÂHaute 
résolution

ÂLocal/haute résolution

ÂCohérent avec les données 
globales

ÂEstimation correcte de 
toutes les longueurs dõondes



Intérêts

Modèles globaux : optimisation globale du champ

Possible dôintroduire des a-priori locaux sur le rapport 
signal/bruit, afin dôextraire localement un maximum de signal 
de données bruitées, mais il est plus naturel de le faire dans 
le cadre dôune mod®lisation locale.

Modélisation et combinaison de mesures gravimétriques 
locales, ne couvrant pas toute la surface de la Terre.

Ajuster la résolution du modèle à celle des structures du 
champ (plut¹t que dôutiliser des harmoniques de r®solution 
uniforme sur toute la Terre).
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Caractéristiques des mesures

10 Full spectrum1001000

Résolution spatiale (km)

Couverture

régionale

locale

ponctuel

globale

CHAMP (2000)

GRACE (2002)

GOCE (2009)

Topex, Jason 

(courants !!)

Gravimétrie aéroportée

Gravimétrie à terre et en mer

Gravimètre 

supraconducteur

Gravimètre absolu



Couverture spatiale

Données sol, marines & 

aéroportées (BGI)
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Relations fonctionnelles

Soit T le potentiel « perturbateur », à modéliser. 

T = W ïU

W = potentiel de pesanteur (gravité + rotation)

U = potentiel normal (ellipsoide massique en rotation)

Les différentes observations gravimétriques b peuvent 
sô®crire en fonction de T par une relation fonctionnelle

Ces relations fonctionnelles sont valables sur une surface (le 
géoïde ou le telluroïde), mais, comme le champ est 
harmonique, on peut les prolonger dans tout lôespace ¨ 
lôext®rieur de cette surface. 

Des données acquises à différentes altitudes nous 
renseigneront donc sur T.



h hauteur ellipsoidale 
est mesurée par GPS

H* altitude normale

Avant le système GPS, 
on définissait surtout 
des anomalies Dg.

zest très proche de N.

Relations fonctionnelles

H altitude orthométrique

H*

telluroïde
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Côest la formule de Stockes, qui permet de calculer le g®oµde en int®grant les 

anomalies de pesanteur mesurées.

( )jjqqqqy -+= 'cos'sinsin'coscoscos

Formule de Stockes

eg
r

T

r

T
g DD +-

µ

µ
-= 2Approx. sphérique :

Négligé ! 



Intérêt de la modélisation régionale

Données et relation au champ/masses

Approche classique : Stockes

Paramétrisation du champ

Bases et produits scalaires

Fonctions de base locales

Calcul du champ sur base/repère local

Exemples



La fonction de Stockes décroît 

assez rapidement, mais elle ne 

sôannule pas.

Ceci reflète le fait que le calcul des 

grandes longueurs dôondes du 

g®oµde n®cessite lôint®gration des 

anomalies gravimétriques sur de 

larges zones. 

Fonction de Stockes

Cours H. Duquenne
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Pour calculer le géoïde au point P0, on 

intègre les anomalies gravimétriques 

seulement dans la calotte sphérique 

centrée sur P0.

Ce faisant, on nôa pas acc¯s aux plus 

grandes longueurs dôondes du g®oµde 

(pour cela il faut intégrer sur toute la 

sphère).

Intégration de Stockes
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Il faut donc soustraire les grandes longueurs dôondes des anomalies sol, et 

estimer séparément leur contribution au géoïde 

­ Méthode du retrait-restauration.

Champ lointain : anomalies 
õbasse fr®quenceõ Dgn

calculées à partir du 
modèle global en H.S.

Point de calcul

Champ proche (calotte) : 
anomalies calculées à 
partir des mesures sol 
(+gridding)



Conditions de validité

Pas de masses au dessus du g®oµde (harmonicit® sur et ¨ lôext. du géoïde)

Retrait de la topographie ou condensation sur le géoïde

Idem pour lôatmosph¯re

Anomalies réduites au géoïde

Prolongement harmonique sur le géoïde

Approximation sph®rique (au lieu dôune Terre ellipsoidale)

Erreur sur le géoïde qui dépend du degré maxi du modèle de champ

Améliorations

Théorie de Molodenski : calcul de lôanomalie dôaltitude zen intégrant les 

anomalies gravimétriques sur le telluroïde.

Modifications du noyau de Stockes pour diminuer lôerreur de troncation en 

champ lointain.

Calcul sur une surface équipotentielle

Pb. densité de la 

croûte !

Lmax = 360 ­ ex:1-2 cm dôerreur



Calcul pratique ( Molodensky )

Dans la théorie de Molodensky, on obtient les anomalies dôaltitude par 

(premier ordre) :

g1 = premier terme de la série de Molodensky, qui sert à prolonger 

analytiquement Dg (principe de la série de Taylor).

Le retrait du terrain (irrégularités de la topographie autour du plateau 

passant par le point de calcul) est toujours nécessaire, mais surtout pour 

®viter lôaliasing dans le gridding des anomalies gravi à la surface, 

indispensable au calcul num®rique de lôint®grale.

g1est tr¯s proche de cette correction de terrain. Si lôon int¯gre des 

anomalies Dgc corrigées du terrain, le terme g1
c devient très petit, souvent 

négligeable.
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P

HP H

Les grandes longueurs dôondes de la topographie sont ®galement pr®sentes 

dans le modèle de champ.

On définit le terrain résiduel comme le terrain présent dans les mesures 

gravimétrique au sol, mais pas dans le modèle de champ. Pour cela, on définit 

un terrain filtr® ¨ la r®solution du mod¯le de champ, que lôon soustrait de la 

topographie. Une fenêtre glissante est utilisée pour le filtrage.

On remplace donc H par H-HPdans les int®grales pour lôeffet de la 

topographie.

terrain

terrain filtré

Terrain résiduel



Correction atmosphérique : Dgatm

Calcul des anomalies de pesanteur dérivées du modèle de 

champ sur le telluroïde
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Les mouvements de masses du terrain résiduel déplacent les 

surfaces ®quipotentielles. Côest lôeffet indirect, ¨ corriger.

Méthode du terrain résiduel

Altitudes de P et du point dôint®gration

Effet indirect < cm sur le géoïde, 

la plupart du temps négligé.



Interpolation des anomalies résiduelles sur une grille régulière 

(krigeage = collocation, ou splines)

Calcul de lôeffet du terrain r®siduel sur lôanomalie dôaltitude
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Méthode du terrain résiduel

+ effet de lôatmosph¯re.



Quasi -géoïde sur la France
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Données et relation au champ

b1

b2

H2

H1

H
Espace des données

Espace H des modèles

Mesures  b i Potentiel T

Les données ne donnent en général pas accès à  T entier, mais 
seulement ¨ des composantes de T (¨ basse fr®quence, locale, é).

On peut formuler cela en termes de projections ­ Ex: Seule la 
projection de T sur H1 peut être déterminée à partir de b1.



q= colatitude

j= longitude

r = rayon géocentrique

r



Lõespace des géopotentiels H

[ΩŜǎǇŀŎŜ I

Une base ou 
un repère

Un produit 
scalaire

Sert à paramétrer T en 
termes de potentiels 
élémentaires.

Sert à évaluer les 
corrélations entre 
fonctions, à calculer leur 
énergie et celle de T et à 
imposer la régularité de T.



Lõespace de travail H

H est lôespace des fonctions de carr® int®grable (= dô®nergie 

finie) sur la sphère terrestre moyenne Sde rayon Rt ( ), 

admettant un prolongement harmonique ¨ lôext®rieur de S.  

Le produit scalaire entre deux potentiels f et g de H, sur la 

sphère S, est défini par:      

dsest lô®l®ment de surface (r2 sin qdqdj)

Cette quantité définit « à quel point f et g se ressemblent » (A 

un facteur pr¯s, côest la corr®lation entre f et g).

Il sert aussi à calculer la norme de f (= son énergie).

p4

1



Paramétrisation de T dans H

Le potentiel T est un élément de H : il peut donc se 
représenter (se paramétrer) en utilisant une base ou un 
repère de H.

Une base de H est un ensemble de vecteurs gi de H (de 
potentiels élémentaires), tels que :

Ces potentiels sont indépendants les uns des autres

Tout potentiel de Hpeut sô®crire comme 
combinaison linéaire des gi.

Un repère généralise la notion de base : dans un 
repère, les gi peuvent ne pas être indépendants les uns 
des autres (« famille liée »).



Bases et repères

Alors que les harmoniques sphériques forment une base 
orthonormale de H, les modélisations locales sont font 
parfois sur des bases orthonormales, mais très souvent sur 
des bases non orthogonales.

De plus, lorsque le nombre de fonctions locales devient 
grand, les bases locales sont souvent de moins en moins 
bien conditionnées (au moins numériquement), et on tend 
vers des familles de fonctions de plus en plus corrélées, 
voire redondantes.

On voit au passage lôimportance de savoir calculer 
précisément les fonctions choisies, y compris à haute 
r®solutioné

On a alors des repères de fonctions.



D®finition dõun rep¯re

{} :H  s si, H de repère un est 
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A et B sont les bornes du repère. Ces nombres 
caractérisent les sensibilité maximale et minimale du 
repère, et valent 1 pour une base orthonormée.

Plus A et B sont proches, plus le repère est isotrope 
(« équi-sensible dans toutes les directions de H »).

A = 0 : cas non-générateur.



Exemple dans le plan

A = 0

B = 1

A = 1

B = 1

A = 2

B = 1

A = 2

B = 2

A = 3/2

B = 3/2

A = 0

B = 1/2

A = 1/2

B = 1/2

A et B dépendent de la 

redondance du repère dans les 

différentes directions et de la 

norme de ses fonctions

Base 
orthonormée

Base



Décomposition sur un repère

Le potentiel s se décompose sur un repère gi suivant :

Les fonctions  forment le repère « dual ». Leur calcul 

peut être long, aussi on ne les utilise pas.

Base orthonormée : 

Repère tel que A = B :                           / A.

Représentation 
équivalente de s par 
ses coefficients sur la 
base / le repère

Repère redondant : non-
unicité de la décomposition.

Décomposition canonique : 
minimal.ä

i

igs ~,



Ex: les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques forment une base orthonormale

de H.

avec 

On définit Hl : espace généré par toutes les harmoniques de 

degré l. Les termes de degré l = la projection de T sur Hl = la 

composante à résolution 20 000/l km.

Localisation fréquentielle parfaite (« Fourier sur la sphère »).
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Produit scalaire

Soient f et g deux éléments de H :

Produit scalaire de f et g :

Produit scalaire avec le noyau reproduisant Ql de Hl:

Th®or¯me dôaddition :
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Une fonction qui ne dépend que de               est zonale. 
Les fonctions zonales f sur la sphère sont identifiées 

avec les fonctions     définies sur [-1 ; 1], avec :

et

Pour simplifier on ne distingue plus entre f et     .

Fonctions zonales (1/2)

On peut définir des fonctions zonales sur la sphère par 

combinaisons linéaires des polynômes de Legendre :

C est axisymmétrique, centrée en rj.

Les coefficients cl correspondent au spectre de C, avec la 

correspondance degré / résolution spatiale.
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Fonctions zonales (2/2)

Les fonctions de base utilisées en modélisation 
régionale se développent très souvent ainsi

Ex: ondelettes, splines, é

Ces fonctions zonales servent aussi à généraliser la 
définition des produits scalaires et des normes. Elles 
permettent dôintroduire une pond®ration en fonction de 
la longueur dôonde.

Cela sert ¨ calculer lô®nergie dôun potentiel, 
« normalisée par un spectre de référence », et à 
imposer la régularité aux éléments de H.



Produits scalaires pondérés

On peut généraliser la définition du produit scalaire entre f 

et g suivant :

avec                                        et 

En utilisant les coefficients des développements en H.S. de 

f, g et G, on a aussi : 

et
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Par exemple, si                                    , on retrouve :
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Un champ lisse dans H

Pour que f reste dô®nergie finie, la somme suivante doit °tre 
finie :

Ceci impose que              : ainsi, la décroissance spectrale 
de f doit être plus forte que celle de la fonction zonale de 
référence (= le noyau) C.

Munir H de ce produit scalaire revient donc à imposer que 
tous les potentiels de H sont au moins aussi lisses que C 
(pas dôoscillations fortes de T).

C est la fonction de covariance a-priori de T, et les cl

correspondent au spectre dô®nergie a-priori de T.
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La solution exacte

La solution exacte du probl¯me dôinterpolation du champ 

à partir des mesures se fait en trouvant une base du 

sous-espace H1ËH sur lequel les données b1 nous 

renseignent.

b1

b2

H2

H1

H
Espace des données

Espace H des modèles muni de 

son produit scalaire

Mesures  b i Potentiel T



Des données au potentiel

ÁToute mesure peut sô®crire comme le produit scalaire entre le potentiel 

T et une fonction de H, appel®e órepr®sentant dans H de la fonctionnelle 

dôobservationô :

ÁExemple : on observe T directement (                        ). Alors : 

ÁLa fonctionnelle dôobservation D : H ­ÁM appliquée à T transforme le 

potentiel T en M observations                            
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representer »
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Op®rateur dõ®chantillonnage

Lôensemble des fonctionnelles dôobservation d®finissent lôop®rateur 

dô®chantillonnage :

Si les                            forment un rep¯re de H, lôop®rateur D est 

inversible sur son image et on peut reconstruire T à partir de ses 

échantillons. 

En réalité, les                             forment un repère de V ËH et on 

peut reconstruire        (proj. de T sur V) à partir de ses échantillons. 

Si le repère de V est redondant ­ régularisation numérique 

(différentes coordonnées sur le repère donnent le même potentiel).

Si les                            ne forment pas un repère de H (famille non-

génératrice) ­ régularisation physique (manque dôinfo dans les 

données pour contraindre T). 
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ÂOn appelle V le sous-espace de H généré par les fonctions             . 

Alors T se décompose de manière unique en deux éléments 

orthogonaux :

{}
ÀÍiri

Cd

^+= VV TTT

Projection de T sur V

Projection de T sur le 
complémentaire 
orthogonal de V dans H

ÂIns®rant dans lô®quation dôobservation, on voit que : ( )
1

,)( 1 rVTrb C
C
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V^
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Â Les observations ne donnent aucune 

information sur         !

Pour avoir un problème bien posé, 

lôapproximation de T sô®crit donc : 
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Des données au potentiel



Ins®rons le d®veloppement de T dans les ®quations dôobservation :

On obtient le syst¯me dôobservation à résoudre pour calculer T.
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Notons

On a :

On obtient la représentation spline de T (interpolation spline). 

Les splines sont centrés aux points de mesures, et ils sont plus ou 

moins larges suivant la forme du spectre cl. Ils correspondent à la 

fonction de covariance de T (leur forme correspond à la lisseur a-

priori du champ dans la zone dô®tude).   
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Splines

En pratique on 
tronque à L max fini !



Supposons maintenant que lôon mesure T ¨ lôaltitude h. Lô 

opérateur de prolongement vers le haut appliqué à une 

harmonique sphérique :

Lôobservation est obtenue par :                         , avec : 

A lôaltitude des mesures, les diapparaissent plus lisses quôau 

sol : des fonctions distinctes au sol se ressemblent en altitude. 
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Fonctions au sol Fonctions en altitude

Mesures en altitude
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Les fonctions                                forment une basede lôespace 

WLmax des fonctions harmoniques de degré 0 à Lmax si les points                             

forment un système fondamental de WLmax. Si la 

distribution de points est plus dense, on a un repère.                          

{ }Miri ,...,1),( Í
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d

{ }Miri ,...,1, Í
C

V = W lmax (repère)

Lien entre V et les espaces Wl

V = W lmax (base)

Si la distribution de points est moins dense, V nôest plus ¨ 

résolution spatiale uniforme. Si on veut une résolution 

spatiale uniforme, il faut diminuer Lmax, de manière ré-obtenir

un système de points assez dense dans WLmax.

V W̧ lmax : Diminuer L maxð
ou V à résolution variable.



De lõinterpolation ¨ lõapproximation

Supposons quôon utilise maintenant une autre repr®sentation 

fonctionnelle de T (harmoniques sph®riques, ondelettesé). On 

peut aussi positionner les splines sur moins de points 

(approximation spline) :

Les ®quations dôobservation deviennent :

On cherche des familles finies (pas trop grandes) offrant de 

bonnes qualit®s dôapproximation.
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Type de mesure

Altitude

Distrib. spatiale

Si on a beaucoup de mesures, on ne peut pas toujours placer 

une fonction de base par point et on va chercher des 

représentations plus compactes de V.



Qualit® dõapproximation

Le potentiel T est représenté exactement par une base ou un 

repère de H. Comme H est de dimension infinie, il y a un nombre 

infini de fonctions (ex: pour arriver aux résolutions infiniment 

fines).

En pratique, on utilise toujours un nombre fini N de fonctions de 

base gi. Lôerreur dôapproximation est :

Une « bonne » famille de fonctions donne une erreur 

dôapproximation petite pour N pas trop grand (repr®sentation 

compacte).

De telles qualit®s dôapproximation sont obtenues avec des 

fonctions de base qui « ressemblent » au potentiel à modéliser. 

Dôo½ lôint®r°t pour les sources ®quivalentes, entre autresé
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Systèmes générateurs de Wl

Considérons un ensemble de fonctions localisées qui se 

d®veloppent en s®rie de Legendre jusquôau degr® Lmax:

Exemple : des splines, des ondelettes, é

Si ces fonctions sont plac®es aux sommets dôun syst¯me 

fondamental de WLmax, alors elles forment une base de WLmax. 

Les sommets dôun tel syst¯me fondamental sont distants les uns les 

autres en moyenne dôune distance d qui correspond ¨ la r®solution 

associée au degré Lmax (soit                  ). Leur nombre correspond à 

la dimension de WLmax.
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Si ces fonctions sont plac®es aux sommets dôun maillage plus dense 

que le système fondamental, on a un repère redondant de WLmax.

Approche pratique simple : échantillonnage à peu près régulier + 

comparaison entre le nombre de fonctions et la dimension de Wlmax.



Exemple de système fondamental -
Womersley et Sloan

ÂExemple : soit f une fonction 

appartenant à Wl = 
L

ÂUn système fondamental SL de WL est 

un ensemble de points                tel que 

la matrice G de terme général :

est non dégénérée.

ÂSon déterminant doit être non nul : cette condition permet de calculer le 

système de points (notamment : systèmes qui maximisent le déterminant, 

etc.). Ce système de points mène à une quadrature sur WL (le seul 

élément de WL qui vaut zéro en chaque point du système est le vecteur 

nul). 

Systèmes fondamentaux



Harmoniques 
sphériques

Multipoles
excentrés

Orthonormalisation
sur un domaine

Des harmoniques aux fonctions locales

Multipoles au centre

Poles
Mascons
Ondelettes de Poisson

Fonctions slépiennes
H.S. orthonormalisées 
sur un domaine

Localisation 
fréquentielle parfaite

Paramétrisation 
liée aux sources

Combinaisons 
linéaires

Approximation spline
Ondelettes 

Fonctions non-orthogonales
Bases & repères

Bases orthonormales 
locales

Paramétrisation focalisée 
sur une bande spatiale ou 
fr®quentielle dõint®r°t

Dégradation de la localisation fréquentielle 
mais localisation spatiale



Des harmoniques aux multipoles

Les harmoniques sphériques sont des potentiels 

multipolaires. Le multipole est au centre de la sphère.

Soit                      une direction selon laquelle on va 

dériver : 
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Soit

Tout potentiel Tlpeut sô®crire sous la forme :

Si on note :

On a aussi :



Principe : on orthonormalise par Gram-Schmidt les 

harmoniques sphériques sur un domaine géographique limité 

(par exemple, les océans, etc.). 

Ex: Hwang, GJI, 1993

Gram-Schmidt

Supposons quôon dispose dôun ensemble de fonctions de H (f1, f2, é, fN).

Les fonctions      sont orthonormales sur le domaine D, avec :

O½ lôon d®finit le produit scalaire sur D : 
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Surface de D

Orthonormalisation sur un domaine



On peut en fait écrire :

Soit, en notation matricielle :

A cause de lôorthogonalit® des       , on a :

Si on considère la matrice

On peut montrer que :  

Avec R la matrice triangulaire inférieure de la décomposition de 

Choleski de G.
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Orthonormalisation sur un domaine



Han et al.,  2008

See also: Simons & Dahlen (2006), 
Albertella et al. (1999).

Fonctions orthogonales

Concentration dô®nergie optimale dans 

un domaine spatial et/ou une bande 

spectrale

Résolution spatiale uniforme

Spectre des fonctions

Fonctions slépiennes, subduction de Sumatra

Attention !

On perd la notion de longueur 
ŘΩƻƴŘŜ Ŝǘ ŘŜ ŦǊŞǉǳŜƴŎŜ ǇǳǊŜΣ ǉǳƛ 
nécessitent un support infini

Ceci est dû à la fonction de 
fenêtrage sur le domaine étudié 

Fonctions slépiennes



Systèmes non-orthogonaux, éventuellement redondants

Principe: décomposer un signal en une somme de détails à 

différentes résolutions (bandes de fréquences)

Chaque niveau de détail est représenté par une combinaison 

lin®aire dôondelettes ¨ lô®chelle correspondante.

Sommer tous les d®tails, des plus grossiers jusquô¨ un certain 

niveau de finesse, permet dôobtenir une approximation du signal 

à ce niveau de finesse.

Dans certaines approches, cette approximation sô®crit aussi 

comme une combinaison lin®aire de fonctions dô®chelles.

Ondelettes



Chaque ondelette couvre une 

partie du plan 

espace/fréquence.

Pavages associés aux 

fonctions sinus ou Dirac:

Etalement 
spatial de 
lõondelette

Etalement 
spectral de 
lõondelette

positions spatiales

Hautes 
fréquences

Basses 
fréquences

Dirac Fourier

positions spatiales

fréquences

Couverture 

espace/fréquence



C(a,l)

Etalement spectral de lõondelette

Etalement 
spatial de 
lõondelette

Ondelettes de Shannon



Etalement 
spatial de 
lõondelette

Etalement spectral de lõondelette

C(a,l)

Ondelettes De La Vallé Poussin



Etalement 
spatial de 
lõondelette

Etalement spectral de lõondelette

C(a,l)

Multipoles de Poisson



Multipole ¨ lõint®rieur de la 
Terre

Point courant

­

r

­
e

Plus le multipole est en profondeur, plus lôondelette est lisse (grande ®chelle). 

l

Multipoles de Poisson



Expression en série de Legendre

m = ordre du multipole, typiquement 2 ou 3. 

Si maugmente, lôondelette est de plus en plus oscillante et de moins en 

moins bien localisée spatialement. Son spectre est de plus en plus 

localisé.

Lô®chelle de lôondelette est li®e au param¯tre de position par : 

Paramètre de position e

Param¯tre dõ®chelle a 

On a en fait un multipole en e. 

Expression équivalente :

Holschneider et al., 2003

Multipoles de Poisson
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Observateur en x, masse ponctuelle en xô

b

Formulation volumique :

D®veloppement multipolaire de lôeffet en x de m en xô :

Expression analytique



(Holschneider et al., 2003)
Effet en x dõun monopole situ® en le :  

On montre ainsi que :  

Multipole :  

Expression analytique



Génération des harmoniques sphériques:

Remplaçons les ondelettes par des fonctions à bande limitée : (l1, l2), qui

correspond à la partie efficace de leur spectre.

Dl = nombre dôharmoniquessphériques jusquôaudegré l = (l+1)2

Nl= nombre dôondelettes bande-limitée avec une composante dans les 

degrés ¢l

Degree

Spectrum

l1 l2

Efficace part

Nl > DlČ

Les ondelettes peuvent 

représenter les harmoniques 

sph®riques jusquôau degr® l

Ceci détermine la finesse des 

maillages aux sommets desquels 

on place les ondelettes.

Couverture régulière: Nl/Dl varie peu 

ú Progression géométrique des échelles : aj = C .gj -1

Discrétisation des échelles


