r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Plan

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 1 de 52

Introduction au filtrage de Kalman

Théorie du filtre de Kalman discret & applications

Jérome Verdun

Ecole Nationale des Sciences Géographiques
Département " Positionnement Terrestre & Spatial”

Laboratoire de Recherches en Géodésie

Courriel : verdun@ensg.ign.fr

Ecole d'été du GRGS
Forcalquier 4 - 8 septembre 2006




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Plan

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS

2 de 52

Plan

Filtrage optimal : position du probleme
m Définition générale
m Définition mathématique
m Exemples




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Plan

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS

2 de 52

Plan

Filtrage optimal : position du probleme
m Définition générale
m Définition mathématique
m Exemples
Filtre de Kalman discret
m Formulation du filtre de Kalman discret
m Théoreme de Kalman-Bucy



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Plan

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS

2 de 52

Plan

Filtrage optimal : position du probleme
m Définition générale
m Définition mathématique
m Exemples
Filtre de Kalman discret
m Formulation du filtre de Kalman discret
m Théoreme de Kalman-Bucy
Extensions du filtre de Kalman

m Filtre de Kalman linéarisé
m Filtre de Kalman étendu



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 3 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém
Exemples

Filtre de Kalman
discret

Formulation
Théoreme de Kalman

Extensions du FDK

FDK linéarisé
FDK étendu

Définition générale du filtrage

Opération qui consiste a estimer I'état d'un systeme
dynamique a partir d'observations partielles et bruitées.

FroHac>



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman

Ecole d'été du GRGS

4 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém

Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK

FDK linéarisé
FDK étendu

éAREG

Systemes dynamiques

FroHac>



e

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 4 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém

Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK
FDK linéarisé
FDK étendu

Systemes dynamiques

Modeles mathématiques d'évolution utilisés dans de nombreux
domaines des sciences et techniques : physique, biologie,
écologie, météorologie, économie, ingénierie...




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 4 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém

Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK
FDK linéarisé
FDK étendu

Systemes dynamiques

Modeles mathématiques d'évolution utilisés dans de nombreux
domaines des sciences et techniques : physique, biologie,
écologie, météorologie, économie, ingénierie...

Systémes qui évoluent dans le temps de facon a la fois :




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 4 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém

Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK
FDK linéarisé
FDK étendu

Systemes dynamiques

Modeles mathématiques d'évolution utilisés dans de nombreux
domaines des sciences et techniques : physique, biologie,
écologie, météorologie, économie, ingénierie...

Systémes qui évoluent dans le temps de facon a la fois :
— causale

leur avenir ne dépend que de phénomeénes passés ou présents




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 4 de 52

Plan

Définition générale

Systemes dynamiques
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Systémes qui évoluent dans le temps de facon a la fois :
— causale
leur avenir ne dépend que de phénomeénes passés ou présents
— déterministe

a une condition initiale donnée a I'instant présent correspond, a
chaque instant ultérieur, un et un seul état futur
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Exemple en temps continu : mouvement 1D

Vitesse :  wv(tg) = wvp
Position :  z(tg) = xo
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dv

| =Ll =2 8][]+[3]
dt

— systeme d'équations différentielles.
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Exemple en temps discret : mouvement 1D

Vit e [tk,tk+1], ’y(t) = cste = v, k€N
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te [tk7tk+1]7 keN
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Exemple en temps discret : mouvement 1D

Tk
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(At)? |
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- [4]12

At = tpr1 — tg

v(tks1)

Xk:+1 = |:$(tk-|—1) Yk

BE

2

— systeme d'équations récurrentes.
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oll Wy, € R? représente un bruit qui affecte le modele
«accélération constante »

FroHac>



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 27 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale
Définition mathém
Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK

FDK linéarisé
FDK étendu
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Supposons que I'accélération ;. subisse des perturbations
aléatoires; alors I'équation d'évolution de I'état X, peut étre
complétée par

Xiy1 = Fp Xio + fro + Wy

oll Wy, € R? représente un bruit qui affecte le modele
«accélération constante »

— bruit de modele
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Uk
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Zy = Hp X + Vg
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Le probleme du filtrage se ramene a la résolution d'un systeme
linéaire stochastique récursif de la forme

X1 =
Zy, =

Fp Xy + fro + Wy
H,. X, + Vi

ol Zr € R, X1 € R?, Fj, e R?*2 H, ¢ RY2 W, € R? et
Vk cR

Pour le résoudre, il faut préciser la nature des bruits de modele
{W} et de mesure {V}}
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Soit le systeme linéaire gaussien suivant
X1 = FpeXp + fi + Wi
Zy, = Hy Xy + hp + Vi

ou, pour tout k € N, Xg, fix, Wr € R?, Z, hi, Vi € R™, F), € RP*P,
Hy € R™*P | et,
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Soit le systeme linéaire gaussien suivant

Xit1 = FpXp + fio + Wi
Zy; = Hp Xy + he + Vi
ou, pour tout k € N, Xg, fix, Wr € R?, Z, hi, Vi € R™, F), € RP*P,
Hy € R™*P et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance

Qi
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Formulation du filtre de Kalman discret

Soit le systeme linéaire gaussien suivant

{ X1 = FpeXp + fi + Wi
Zy = HpXp + hp + Vi
ou, pour tout k € N, Xg, fix, Wr € R?, Z, hi, Vi € R™, F), € RP*P,
Hy € R™*P, et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance Qg
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Formulation du filtre de Kalman discret

Soit le systeme linéaire gaussien suivant

{ X1 = FpeXp + fi + Wi
Zy = HpXp + hp + Vi
ou, pour tout k € N, Xg, fix, Wr € R?, Z, hi, Vi € R™, F), € RP*P,
Hy € R™*P, et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance Qg

m le bruit {V;} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q)
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Théoreme de Kalman

Extensions du FDK
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Formulation du filtre de Kalman discret

Soit le systeme linéaire gaussien suivant

Xp1 = Fp Xy + fio + Wy
Zy, = Hp Xy + hp + Vg

ou, pour tout k € N, Xg, fix, Wr € R?, Z, hi, Vi € R™, F), € RP*P,
H € ]RmXp, et,

m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi

m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne X, de matrice
de covariance Qg

m le bruit {V;} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q)

m Les bruits {Wy}, {Vi} et la condition initiale X sont mutuellement
indépendants
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A l'instant k, les observations suivantes sont disponibles
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Zok = (Zo, Z1,. .., Zy)
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A l'instant k, les observations suivantes sont disponibles

A
Zok = (Zo, Z1,. .., Zy)

Estimation du vecteur aléatoire X}, a partir des observations
Zy.1, de facon optimale, récursive
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Formulation du filtre de Kalman discret

m Critere d'optimalité : minimum de variance = loi conditionnelle de

X, sachant Zy.i (prop. P3)
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m Critere d'optimalité : minimum de variance = loi conditionnelle de
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m Cas gaussien = Seules la moyenne X, et la matrice de covariance
P, sont nécessaires a la définition de cette loi (prop. P7)

d'ol
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Formulation du filtre de Kalman discret

m Critere d'optimalité : minimum de variance = loi conditionnelle de
X, sachant Zy.i (prop. P3)

m Cas gaussien = Seules la moyenne X, et la matrice de covariance
P, sont nécessaires a la définition de cette loi (prop. P7)

d'ol

~ A
X = E[Xg|Zo.x)

P ESE (Xk - )?k) (Xk — X'k>T | Zo:x
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1>

E [X%|Zo:x—1]

P ~ T
E (X,c _ X,;) (X,c _ X,;) | Zoeo
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Les matrices de covariances conditionnelles P, et P, ne

dépendent pas des observations (prop. P11)
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Processus d'innovation

Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1 sachant

ZO:k—1~
Comment déterminer la loi conditionnelle de X sachant Zy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
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Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1 sachant
ZO:k—1~

Comment déterminer la loi conditionnelle de X sachant Zy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
1. La prédiction



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Introduction au filtrage de Kalman Ecole d'été du GRGS 36 de 52

Plan

Filtrage optimal
Définition générale

Définition mathém

Exemples

Filtre de Kalman
discret
Formulation

Théoréme de Kalman

Extensions du FDK
FDK linéarisé

FDK étendu

AREG
13 1

Processus d'innovation

Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1 sachant
ZO:ka

Comment déterminer la loi conditionnelle de X sachant Zy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
1. La prédiction

la loi conditionnelle de X est calculée sachant les observations
passées Zo.k—1
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Processus d'innovation

Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1 sachant
ZO:ka

Comment déterminer la loi conditionnelle de X sachant Zy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
1. La prédiction

la loi conditionnelle de X est calculée sachant les observations
passées Zo.k—1
2. La correction
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Processus d'innovation

Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1 sachant
ZO:ka

Comment déterminer la loi conditionnelle de X sachant Zy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
1. La prédiction
la loi conditionnelle de X est calculée sachant les observations
passées Zo.k—1
2. La correction

|'observation Zj, est utilisée pour apporter une information nouvelle
par rapport aux observations passées Zo.x—1
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Iy = Zk — E(Z Zosr] = Z — (He Xy + ha)
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R™ ; en particulier I; est un vecteur aléatoire gaussien

indépendant de Zj.._1
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est appelée innovation

Le processus {Iy} est un processus gaussien a valeurs dans
R™ ; en particulier I; est un vecteur aléatoire gaussien
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indépendant de Zj.._1
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La quantité

Iy = Zy — EZy| Zok—1] = Zi — (Hk)?k_ + hk)
est appelée innovation

Le processus {Iy} est un processus gaussien a valeurs dans
R™ ; en particulier I; est un vecteur aléatoire gaussien

m de moyenne nulle
m de matrice de covariance Q,Ic = Hj, P,;H,? 4 ka
indépendant de Zj.._1
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Théoreme

Si la matrice de covariance QY est inversible pour tout k € N alors les
processus {X } et { P} sont définis par les équations suivantes

Prédiction

)?k_ Fo X1 + fr
P = F.P . FL +QF
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Filtre de Kalman-Bucy

Si la matrice de covariance QY est inversible pour tout k € N alors les

processus {X } et { P} sont définis par les équations suivantes

Prédiction . .
X, = FueXp1+ fr
P = F.P . FL +QF
Correction
Xy = Xk_ + Ky [Zk — (Hka_ + hk)]
P, = [I — K Hk] Pk_

ol la matrice K, = P, HI [HyP, HE + Q)] " est le gain de Kalman,
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Filtre de Kalman-Bucy

Si la matrice de covariance QY est inversible pour tout k € N alors les
processus {X } et { P} sont définis par les équations suivantes

Prédiction . .
X, = FueXp1+ fr
P = F.P . FL +QF
Correction
Xy = Xk_ + Ky [Zk — (Hka_ + hk)]
P, = [I — K Hk] Pk_

ol la matrice K, = P, HI [HyP, HE + Q)] " est le gain de Kalman,
et avec les initialisations

Xo =X =E[Xo], Py =QF
F LA
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m La suite { Py} ne dépend pas ni des observations {Z}, ni
des coefficients {fx} et {h}

m SipourtoutkeN, F,=F, G, =G, H, = H,
QY =QY, et QF = QV alors la suite { P} peut étre
pré-calculée
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Soit le systeme non linéaire suivant

{ X = fo( Xpo1) + ge(Xp—1) Wy
Zy = hk(Xk) + Vi
oli, pour tout k € N, X € RP, Wy, € R, Zi, Vi, € R™, et ol les

fonctions fx, gr, hi définies sur R? sont a valeurs dans R?, RPX< R™
respectivement ; de plus
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Soit le systeme non linéaire suivant

{ Xy = fi( Xp—1) + ge(Xp—1) Wi
Zy = hk(Xk) + Vi

oll, pour tout k € N, X, € R?, Wi, € R%, Zi, Vi € R™, et ol les
fonctions fx, gr, hi définies sur R? sont a valeurs dans R?, RPX< R™
respectivement ; de plus

m les fonctions fi et gr sont supposées dérivables
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Soit le systeme non linéaire suivant

{ Xy = fi( Xp—1) + ge(Xp—1) Wi
Zy = hk(Xk) + Vi

oll, pour tout k € N, X, € R?, Wi, € R%, Zi, Vi € R™, et ol les
fonctions fx, gr, hi définies sur R? sont a valeurs dans R?, RPX< R™
respectivement ; de plus

m les fonctions fi et gr sont supposées dérivables

m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
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Filtre de Kalman linéarisé

Soit le systeme non linéaire suivant

{ Xy = fi( Xp—1) + ge(Xp—1) Wi
Zy = hk(Xk) + Vi

oll, pour tout k € N, X, € R?, Wi, € R%, Zi, Vi € R™, et ol les
fonctions fx, gr, hi définies sur R? sont a valeurs dans R?, RPX< R™
respectivement ; de plus

m les fonctions fi et gr sont supposées dérivables
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi

m le bruit {Vi} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QY
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Définiin générl Soit le systeme non linéaire suivant
Exemples X = fu(Xp1) + gu(Xp—1) Wy
5:‘&’;;‘: Kalman Zk = hk.(Xk) + Vk

Formulation

Théoreme de Kalman ou, pour tout k € N, X;, e RP, Wy, € Rd, Zi, Vi, € R™, et ou les
fonctions fx, gr, hi définies sur R? sont a valeurs dans R?, RPX< R™

xtensions ) .
Extensions du DK pagnactivement ; de plus

FDK linéarisé

FDK étendu m les fonctions fi et gr sont supposées dérivables

m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi

le bruit {Vi} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QY

Les bruits {Wx}, {Vi} et la condition initiale X¢ sont mutuellement
indépendants
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Soit une suite déterministe {7} dans RP, solution approchée
du systéme, appelée trajectoire nominale.

La linéarisation consiste a

m linéariser fj et g; autour de T_q i.e

fr()
k()

~

~

Je(@r—1) + f1(Zp—1)(x — Tp—1) et
Ik (T—1)

m linéariser h; autour de Ty i.e
hi(z) = hy(Zp—1) + hi(Tu—1) (@ — Tp—1)
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discret —

oo Xy = F(Xp—1 —Zp—1) + fr + GpWy

Zy = Hk(Xk —fk) + hi + Vi

Théoreme de Kalman

Extensions du FDK

FDK linéarisé

AL AL, A, AL

PR e ot Fi, = fi(Zx—1), fr=[fr(@r-1), Gk =gr(ZTr—1), Hr = h}(Zx)
AL
et hk:hk(:vk)
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Prédiction . .
Filtre de Kal = =
diwstcrreEt e Kalman k = fk (Xk—l)

— T W ~T

Formulation 1 = Fp Py Fk + Gka Gk
Théoreme de Kalman .

Correction . . .
Extensions du FDK Xk = Xk;— + Kk [Zk - hk(Xk_)]
o e P = [1— Kl P

ol la matrice Ky, = P, HI [HiP; Hi + Q)] " est le gain de Kalman,
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Filtre de Kalman linéarisé

Prédiction

Correction

Py

Fe(Xi—1)
Fy, Po1 Y + GuQY GE

Xo + Ki[Ze — ha(X)]
[I — Ky Hk] PI:

ol la matrice Ky, = P, HI [HiP; Hi + Q)] " est le gain de Kalman,
et avec les initialisations telle que la loi gaussienne de moyenne )?0_ et de

matrice de covariance P, soit une bonne approximation de celle de X

FroHac>
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Filtre de Kalman étendu (" Extended Kalman
filter” )

La trajectoire nominale est ici remplacée par I'estimateur
courant de X compte-tenu des observations disponibles a
I'instant k — 1.

La linéarisation consiste a
m linéariser f et gy autour dE )?k_l e
fe(@) = fe(Xp—1) + f(Xp—1)(z — Xp—1) et
ge(x) = gp(Xp-1)
m linéariser hy autour de X i.e
hi(x) ~ hi(X7) + (X))@ — X))
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Filtre de Kalman étendu

Le systeme linéarisé obtenu est de la forme

Xy = Fp(Xpa _A)?k—l) + fr + GpWy
Zy = Hp(Xp—Xp—1) + hi + Vi
Ao AL o Ao
ot Fiy = fi(Xi—1), fu=fr(Xi—1), Gr = gr(Xp—1),
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Filtre de Kalman Prédiction ~_ ~
discret k = fk(Xk—l)
Formulation = _ T W AT
Théoreme de Kalman k = FePe1 By + GrQi G
Correction . . N
Extensions du FDK — - _ -
FDK linéarisé Xp = Xk + K [Zk hk(Xk )]
FDK étendu P, = [I — Ky Hy] P,
N - — T — T Vi—-1 A
ou la matrice Ky = P, Hj, [HxP, H; + Q{] ~ et avec Fi = f1,(Xr—1),
A S N
Gr =gr(Xk—1), et Hx =hy (X, )
éAREG
11 L
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