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Domaines metrologiques

-

Comprehension des phénomenes physiques

!

Mesures



Modélisation y= f (55)

But d'une methode d'optimisation

Trouver les parametres X

Problermes

Modele en général approximatif
Mesures entachées d’erreurs aléatoires
Criteres de qualité des estimations des parametres ?

Cadre mathématique

Estimation statistique



Méthode des moindres carrés

Formulation analytique simple
Criteres statistiques

mais ...

Manque de robustesse
Méthode d’estimation en norme L1 préliminaire

Minima locaux
Ne convient pas aux fonctions modeles non différentiables

Méthodes alternatives (algorithmes génétiques,...)



Plan du cours

I — Rappels mathématiques
A — Rappels d'analyse
B — Rappels de statistiques

IT — Méthode des moindres carrés
A — Exemple introductif

B — Formulation générale

C — Cas du modele linéaire

D — Cas d'école

E — Techniques complémentaires
F — Limites de la méthode

III — Autres méthodes d’optimisation

A — Simplexe modifié
B — Algorithmes génétiques
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Developpement de Taylor-Young d’ordre 2

fla+h) = fla) + 1 {allr) + Lorln) + o if]

Lo 24
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Extrema locaux de f

Point critique
al Q) est un point critique de f'ssi f '(@a)=0
Point critique non dégénéré

S1 a est point critique de f, a point critique non dégénere ssi

det 62f 5&0

EpXZax j
Extremum local
fadmet un maximum (resp. un minimum) local en al 1Q

s’1l existe un voisinage relatif 7 de a tel que

(x07, flx) < fla) (resp. flx) = fla))

fadmet un extremum local en a ssi f admet un minimum
ou un maximum local en a.



Theoremes

1 - S1 f fonction numerique de classe C' sur un ouvert £2 de R”
admet un extremum local en al 122 alors a est un point critique de /.

2 - S1 f fonction numerique de classe C? sur un ouvert 2 de R”
admet un maximum (resp. un minimum) local en al 1Q2 alors a est un point

critique de f et Or. est negative (resp. positive).

3 - Soit a un point critique non dégénere de f fonction numerique
de classe C? sur 2 ouvert de R

(1) Si Or. est définie positivef admet un minimum local strict en a.
(11) S1 Or.« est definie négative,f admet un maximum local strict en a.
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Loi uniforme
Variable al¢atoire réelle X suit lo1 uniforme sur [a : b[ (a<D):

pX(x)zils;[[ xz[ab[b[ B x) = Tb vai X) A (bl—;l)z

Loi normale (« gaussienne »)
Variable aléatoire réelle X suit lo1 normale

0051

pxlx)= b gt , |
i

varl X ) =07 |
|

: \.\“
Loi normale standard : ,u-O et 0:1
11

I



Fonctions eulériennes
Fonction eulérienne de premicre espece : « fonction lféta »

B :] 0,00 [x] 0,00 [ - B: (x,y)HB(x,y):th‘l(l—t) "t

Fonction symétrique : B(x,y) =B(y,x)
Fonction eulérienne de deuxieme espece : « fonciio?n gamma »
[ :] 0,0 [ - [ x> F(x):‘[tx‘le‘fdt
Propriétés

=, 1%):\57

Relation de recurrence: [’ (x+1) =x/ (x) , x>0
T'(n+1):n! , ILIN*
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Loi duX’

Soient n v.a.r. X, suivant une lo1 normale standard,
deux a deux indépendantes. La lo1 suivie par la variable aléatoire

)(2:ZX 2 est appelée loi du x? a n degrés de liberté.

_1/\

Pyl)=

E\y)=n
Var( )(2) =2n
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x|27 %
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Loi de Student

Soient X et x? deux variables al€atoires indépendantes suivant
respectivement les lois normale standard et du Y2 a n degrées de liberte.

Lav.ar.7T =

6

suit alors une loi de Student a n degres de liberte.

b o e P e e, T e ey o ——-——r—--]
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Lois de Student






Echantillon de taille n = n-uplet de variables aléatoires réelles (X EEEIN. ¢ n)

Ensemble (.Xl I Xn) de n réalisations des variables al€atoires Xi
= réalisation ou observation de 1’échantillon

Fonction f (X1 sy X n) = statistique fondée sur 1’échantillon

Type particulier : €chantillon 1.1.d. [indépendamment et identiquement distribue]
Fonction de vraisemblance
(()m oo, Xn Q)Zp)a,---,xn(m oo, X, 9)
Fonction log-vraisemblance
Lx1, -+, X ,9):111[6(30 , oty X ,9)]
Fonction score
S()m oo Xn ,9):(3‘3—(9[6()61 Lo, Xn ,9)]
Information de Fisher
16)=as(x:, -, X.,6))
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[ — Rappels matn

4

¥ Estimateur




Echantillon de taille n (X1, --+, Xa)

Statistique f’ (X 1,--, Xn| pour estimer des paramétres auxquels est 1ié
1I’échantillon = estimateur

Estimateur 7» du paramétre 8
Absence de biais

Biais de 7; B(ﬁ) = E(ﬁ)—@
T, non biaisé si B(ﬁl) =0
T asymptotiquement sans biais si
lim.,o BT =0
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N X
précision

erreur moyenne quadratique

écart-type

g%

exactitude
Convergence

Tn est convergent si ‘
(>0, lima . P | -6 [2¢ }}FO

‘ Un estimateur convergent est toujours asymptotiquement sans biais
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Estimateur optimal
T» est optimal si, quel que soit l'estimateur R» de 6,

Var(ﬁq) = Var(lén)
Inégalité de Fréchet
T: = estimateur sans biais de f fonction dérivable de 8

N

var (E) ne peut pas étre plus petite que la borne de Fréchet

Br=l

Estimateur efficace
Efficacite de 7x

eff (ﬁ) = —B;ﬁ
S1 eff(ﬁ) =1, T, est efficace el

Un estimateur efficace est optimal

20






2 hypothéses H, et H; + ¢chantillon he— X, X
Sous hypothese H, : X de densité p )?(55,90
Sous hypothese 7, : X de densité p)?()_c’ﬂ) ,6>0,

Hypothese H, : hypothese nulle
Hypothese H, : hypothese alternative
D =région d'acceptation du test

D =région critique du test 22



. risque a
risque (3 1

< D

- l
amm—

Table de verite ~ 1ractile x

décision/vérité | H , vraie| H, vraie

a=[p|%,00)dx

,32‘!]9)?(},9)@’56
accepter H, |risqueq | bonne

Puissance du test : 77=1-0 décision

bonne

accepter H .
P L décision

risque (3




B 1] - Méhe des moindres carres |
| A — Exemple introductif [
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n =2 :facile!

n>29

’jcml
2 1
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Y17)y2
X1—X2

%’1}/2—362)/1

X1—X2
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ettt : y=ax+u

| quelconque
« écart »

Ayi = ’yi_(CZXi+b)]a

IS nuage de « points »




l

14 — L
] - 2n

a,p)*, Op.(a)
non dégenérée
definie positive

(a,b) = point critique de ¢

EExi(axﬁb—yi):O




iy iy
U%:%Z(Xi—f)z

axy:%Z(x,——f) (y=y)

Exemple linéaire: ¢|a,b)= 4AX-Y) .(4X-Y)

St fonction modele non linéeaire ? ...




II - Méthode des moindres carrés
' B - Formulation générale




E=[1 espace vectoriel normé de dimension p
F=[] espace euclidien de dimension » (n> p) de produit scalaire <, >

S =matrice de <, >relativement a une base de F’

H . H =norme induite par <, >

Probleme :

Mod¢liser vecteur de mesures yLIF
avec vecteur de parametres x_ £

par I’intermédiaire de

fQUE - F
Utilisation de la fonction

6:QOE- [
%H¢ (%) =[x

Critére moindres carrés < minimiser ¢

Solution approchée xo de ¢ '(x) =0 f linéarisable au voisinage de xo
Matrice jacobienne 4 de f en xo de plein rang
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Développement de Taylor de f au voisinage de xo
S L ey P N
@lox) e+ (o). (xe=xo) =ff
Formulation matricielle

Plx)C(Ax-Y)"S[AX-Y )= X)
ou X=x—xo et Y:y—f(xo)

Minimiser ¢ au voisinage de xo

ﬁ Ordre 1l en x—xo
Minimiser ¢{ X |5 4AX-Y)".S[AX-Y)

Lin¢arisation de f [1 modele linéaire
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@fonction numérique de classe C= sur [1”
@ X3 4x-Y) .Sl 4X-Y)
@X)=XTATSAX —XTATSY-YTSAX+YTSY
Application lin€aire tangente en X : qD'(X )

En différentiant, [1d 2,
@\ X).dX=dXTATSAX +XT ATSAdX ~dXT ATSY-YTSAdX
@\ X).dX=2 X7 ATSA-Y"SA|. dX
@ X)=2 X7 ATS4-Y7SA)
X point critique de @ss1 ATSAX=ATSY
S1 A”SA non singulicere
X ars4] " arsy
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En diffeérentiant de nouveau qo'(X ) :
forme quadratique fondamentale associée a @en X

Forme quadratique non dégénérée
@'\ X)=24754
Forme quadratique positive
QU2 , UT.@"\ X).U=2UTA7.S.AU=2{AU)" S| AU )20

Forme quadratique définie

UT.@"\X).U=00 (4U).S(4U)=00 4U=00 U=0

¢ admet un minimum local strict en x :

s=xoH 4784 47S(y- f{x0))
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Processus de résolution iteratif

Solution £=xo+ A7SA|™" A7S(y— f{x0))
invariante par homotheétie sur S
S = matrice de poids
X = x—xo = vecteur des parametres

Y =y— f ( xo) = vecteur des ( pseudo- ) observations
A = matrice modeéle (des derivées partielles)

ATSA = matrice normale

y=fx)0fx0)+f 1x0) . [x—x0) = YOUX
X AT S'= normalisation

L] équation normale ATSAX = ATSY
V= AX-Y =vecteur des résidus
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Interprétation géométrique

7= AX =| 41\ 4rS4]"4rSY | = MY
M = matrice chapeau (« hat matrix »)

Matrice d'un projecteur sur Im( A)

espace [
N:[n _M
V=-NY
Z= projection orthogonale de Y sur Im( 4| VT Z=0

35






Systéme linéaire Y=A4X +¢&
Y et € = variables alé€atoires vectorielles
X = vecteur des paramétres constants (1 Valeurs vraies
A = matrice déterministe
E\Y)=Y=AX , E|&)=0

E(EE 4y )=va1{Y ) =02\ ,0?% Inconnu 0?2 = facteur unitaire de variance

Estimateur des moindres carrés X
X ArS4) " 4rSY
Estimateur linéaire en Y sans biais

Theoreme de Gauss-Markov

S15=—~+ 1 /\‘1 , estimateur des moindres carres
Optlmal dans la classe des es)tlmateurs

sans biais et linéairesen Y . Et van X —02(AT /\‘IA)
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Exemple : \ariables aléatoires &
1 ..ol
o -
N1= . = el N\1Y =
10 ... LLC
Sl
£ OF - Of
ATN\1A= - 4 i C 21l
L f = Of
B
:ll’l
a 1A 1 d i i
= O-Ig - O-]g

deux a deux indépendantes
HyZE N
5t
= o 4= . d11:--aipl
L S14=J: . : [
L = jl nl**+d npz
07
N aklakp; = Al k
- Of — - Of
= Ayl L tAT/\—lY::n Api) k
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Résultats Systéme linéaire Y=4X+& 0 estimateur X

grandeur expression espérance variance
mathématique
erreurs aléatoires (n) inconnue mais on
E suppose en général 0 o/
erreurs gaussiennes
observations (n) 2N\
Y /

parametres (p<n)

X

(AN A ATy

Y
X

N

o AT A"

résidus (n) A CO\/(X ’ V) =0 -1
v AX-Y | An-darndy ar
facteur unitaire de I}T /\—II} g2

. - 2
variance (J

n—p
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Observations gaussiennes
Y > N(AX,J2/\)
Vo Moo A=Al arncia) ar |

_lE

- N

EIIDI:&I:%I:II:I

0'2§AT/\ 14 ﬁ

FITmririri

Tests sur les residus
Loi normale

) . )
\/g \/r” L AT/\—IA)_IAT) :Student (n—p)

%L[o TV|=0
1TV |#0
Risque de I espece a tn-p(l_g) = fractile | =& Densité de probabilit¢
2 2 symétrique

)

, b
&2 [Tin=Alariviaf ar) =2

Ho acceptée au seull O si




Tests sur les parameétres compensés

r"(f(.)_ri(XO) - :Student (n—p)
Joerillarcial

0:[ [ Xo
élqﬂl X|# rgXog

Risque de 1 espece a , ta-p

X

= le1-4
2) fractile 1 5

Ho acceptee au seull  s1
‘r( ) Xo)‘
Joerilaria) N

g
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II — Méthode des moindres carrés

.D — Cas d'école
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Normalisation

=

Y
4

i
f

Inversion

'—'___I_I_

9

2
b
b

B Residus ™

e 1
| -
| Al

Facteur unitaire de variance N8

L] =t : : =
L 3

0,001 0,011
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0,056 0,014
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II - Methode des momdres carres

E- Technlques complementalres







s -'_,._I_,?"‘_';;..ﬁ. -":-rl-" P i ==

sur le vecteur des parameétres X Sy
- N P
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Premlere equatlon donne

?’_

Seconde equatlon donne

J'-i"

‘l. g F i
e B g ] et
ol P v <!
o= -
I 3

Exemvle Calculs de geodesze spatmle




Analyse des composantes de la variance

MID e ])-2/\1 ()
XLl :% Vo
B4'"D - -‘j;"@ 0 ---00

L R
''''

L] Trouver
L Cumul

Matrice nori
On pose 2

dim(Yi):n ;

Vecteur des rd

)lla.trjcgnorma S

~ Exemple : Calculs de géode

"\

Wents satellites

0
0

0l \m




Deux méthodes tres proches

Degré de liberte Helmert

LA -_._.:::I’::i:l I.

el
r

Hypothese: 07=04 |

Z ni—tl’(.Q

B Pas d’hypothése supplémentaire
- EUA‘%_ %‘1
 Résolutionde H.1: ==

ARy - ol )7 i
- . Y0 B
. : : { ‘:' 3 .I .I -, "" i ﬁl:l :-..", ":_ ﬂ —

a

c,=VINW,

-

Similaire a
Tous les 07 ¢

.I hh , 'tique
- ioven,

ypas forcément positifs

N
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i e : s ‘Methodz‘des momdres
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Linearisation et minima locaux
[1 Hypotheses rigoureuses

Manque de robustesse

Observations biaisées : erreur systematique

Faute de mesure : erreur aleatoire

[1 Tests sur les résidus

Modele faux

[1 Modele physiquement correct
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residu x 100

Manque de robustesse

Observations biaisées : erreur systématique

Résidus de I’estimation

1m T T T T

Biais non estimé

Biais estime

100 g I : I : | . |

10
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Erreur

Manque de robustesse
Faute de mesure : erreur aleatoire

Droite de régression lin¢aire
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Manque de robustesse

Faute de mesure : erreur aleatoire
Résidus de 1’estimation

avec erreur

sans erreur

58



d'optimisation

T | A — Simplexe modifié

2 .
| o ‘ "
! S -~ — i
- 7] e~
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Résoudre le systeme 4X

e , \ . y . . . a x _b o
Critere moindres carres : minimiser z @ y==J !
! J

Critere norme L, : minimiser Z Z‘a ijxj_bi
T 7

[1 Algorithme du simplexe modifi¢

Minimiser HAX —BH  sous les contraintes CX=D et EX<F

Parcours de tous les sommets du polyedre convexe des contraintes
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Frreu

Droite de régression linéaire

Estimation en nome L1

10 | 20
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/ Feésidu important

Droite de régression linéaire

Résidus de I’estimation

Résidus de |'estimation en norme L1

/

L I o T T )

=10

3
g |
| 1 .ﬂ; :‘:.
ol T g # o fgckpd 0 ¥ .
10 20 —20 -10
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B — Algorithmes génétiques

R
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Conditions vérifiées

Déroulement de I’algorithme

Population initiale

Initialisation
Population initiale
= population courante

Etape 1 : Evaluation

A 4

Solutions

\
\
Saut d’une *
génération

Population courante

Aptitude
a la reproduction

Etape 2 : Sélection et duplication
Population intermédiaire

\

A 4

Y

Etape 3 : Croisement et mutation
Population suivante

64



Xp| Xo| X3| ==e| cee| oo oo oo =++| --| --+| Xp| Vecteur x des paramétres

(p composantes)

1110 o O L. L. L. l.10]0| Codage de chaque composante

sur / bits
gene (bit)\

RS N A A A A R A L D N A A ¢

Vecteur chromosome (p/ composantes) (individu)
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Evaluation

Fonction d’évaluation : performance des individus d’une population
« Moindres carrés » : €(X) — Z(f ,-(x)—y i)2
« Norme L1 » : €(X) = Zfz (X)_)/i
« Médiane » : e(x) =C : médiane ((f ,-(X)—y i)z)

Sélection et duplication

- dx)

Fonction d’évaluation ¢ mmp Fonction d’aptitude : Cl(X) 5
Population courantc mss Population intermédiaire

Sélection orientée vers ’exploitation

66



Croisement

Population intermédiaire : 2 individus , probabilit¢ Pec

+1-11

Mutation

9
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Exemple numérique

Séries temporelles pour les trois fonctions « coiity :
« moindres carrés », « norme L1 » et « médiane »

'E [ T T T

of ] b T T o
.D B ke "fll e o T "4 I -;__.-"' ' t : ]
-2 F Ty 3 . ML
-4t | | -
_.E 1 1 1

'!6?1{]{1 17600 18100 18600

; -_ I ¥ 1 ]
0 - L v;.-'. " i o A " Gk J"k - |
o |
_E [ 1 1 1

'!6?1{]{] 17600 18100 18600

4 - ]
2 - M ' ' .
ﬂ [ ] i Tt i I s i
. B Rl

-4 - .
-6 . . .

17100 17600 18100 18600
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Conclusiorn

6



Deroulement d’une estimation
par moindres carrés

Acquisition des observations

Choix d’un modéle
+ parametres

Restitution

- ' - k- : noindres carrés
Hr L“ | l -
' 1 'ﬂ ] _ Solutwns |
7a . WHN : ' .
| B i ,‘Ih;'. ol Methode de repondération
_l:' A U s & des groupes d’observations
: ,
Al

] o SR
B\l oids optimaux
j'k."?. ;,;, . 4

P laad F - ‘., .
TeSt Sur leS I’eSldu*Su BT Test SUur les parame‘tr ' !
Observation(s)

rejetée(s) a

)
% } v_-,
Convergenc :> Solutions fi nales o

e )

\
v

Parametre(s) rejeté(s) Jw :

o



