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Domaines métrologiquesDomaines métrologiques

Compréhension des phénomènes physiquesCompréhension des phénomènes physiques

MesuresMesures

++
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ModélisationModélisation

But d’une méthode d’optimisationBut d’une méthode d’optimisation  

Trouver les paramètresTrouver les paramètres

ProblèmesProblèmes
Modèle en général approximatifModèle en général approximatif
Mesures entachées d’erreurs aléatoiresMesures entachées d’erreurs aléatoires
Critères de qualité des estimations des paramètres ?Critères de qualité des estimations des paramètres ?

Estimation statistiqueEstimation statistique

( )xfy ≈

x

Cadre mathématiqueCadre mathématique⇒
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Méthode des moindres carrésMéthode des moindres carrés
Formulation analytique simpleFormulation analytique simple
Critères statistiquesCritères statistiques

Manque de robustesseManque de robustesse

Minima locauxMinima locaux
Ne convient pas aux fonctions modèles non différentiablesNe convient pas aux fonctions modèles non différentiables

Méthodes alternatives (algorithmes génétiques,…)Méthodes alternatives (algorithmes génétiques,…)

Méthode d’estimation en norme       préliminaireMéthode d’estimation en norme       préliminaire1 L

mais …mais …
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Plan du coursPlan du cours

I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques
A – Rappels d’analyseA – Rappels d’analyse

B – Rappels de statistiquesB – Rappels de statistiques

II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés
A – Exemple introductifA – Exemple introductif
B – Formulation généraleB – Formulation générale
C – Cas du modèle linéaireC – Cas du modèle linéaire

D – Cas d’écoleD – Cas d’école
E – Techniques complémentairesE – Techniques complémentaires
F – Limites de la méthodeF – Limites de la méthode

III – Autres méthodes d’optimisationIII – Autres méthodes d’optimisation

A – Simplexe modifiéA – Simplexe modifié
B – Algorithmes génétiquesB – Algorithmes génétiques

**************
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I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques

A - AnalyseA - Analyse
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       2

1       

f fonction numérique RRf n      : →⊂Ω
2Cf de classe 

Développement de Taylor-Young d’ordre 2

( )af ' : application linéaire tangente à  f en a

matrice :

afQ , : forme quadratique fondamentale de  f en a

matrice :

( )Tnhhh   ,  ,   1 =Avec , le développement donne
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( ) 0det
2

≠






∂∂
∂ axx

f
ji

( ) ( ) ( ) ( ) )    resp. (    ,  afxfafxfVx ≥≤∈∀

Extrema locaux de f

Point critique
0  (a)' =fΩ∈a est un point critique de  f ssi

Point critique non dégénéré

Si a est point critique de f, a point critique non dégénéré ssi

Extremum local
f admet un maximum (resp. un minimum) local en Ω∈a
s’il existe un voisinage relatif V de a tel que

f admet un extremum local en a ssi f admet un minimum
ou un maximum local en a.
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Théorèmes

nRΩCf  de ouvert un sur   classe de numériquefonction   Si 1

. de critiquepoint un est   alors en  local extremumun admet faΩa∈

nRΩCf  de ouvert un sur   classe de numériquefonction   Si 2

pointun est   alors en  local minimum)un  (resp. maximumun admet aΩa∈
positive). (resp. négativeest  et   de critique ,afQf

numériquefonction   de dégénérénon  critiquepoint un  Soit fa
. deouvert  sur   classe de 2 nRΩC

positive, définieest   Si (i) ,afQ
négative, définieest   Si (ii) ,afQ

a.en strict  local minimumun admet  f
a.en strict  local maximumun admet  f

1 - 

2 - 

3 - 
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I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques

Lois de probabilité usuellesLois de probabilité usuelles
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Loi uniforme 
[ [ : )(  , sur  uniforme loisuit   réelle aléatoire Variable babaX <

( ) [ [
[ [





∉

∈−=
bax

baxabxpX
 ,  si 0

 ,  si 1

Loi normale (« gaussienne ») 

( ) 2  baXE += ( ) ( )
12  var

2ab
X

−
=

: normale loisuit   réelle aléatoire Variable X

( )
2

2
1

2
1 


 −−

= σ
µ

σπ

x

X exp

( ) µ  =XE
( ) 2  var σ=X

1et  0 : standard normale Loi == σµ
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Fonctions eulériennes 
Fonction eulérienne de première espèce : « fonction bêta »

] [ ] [ ℜ→∞×∞   , 0   , 0  : B ( ) ( ) ( )∫ −− −=
1

0

1 11,, : dtttyxByxB yx

Fonction symétrique : ( ) ),(, xyByxB =
Fonction eulérienne de deuxième espèce : « fonction gamma »

] [ ℜ→∞Γ   , 0  : ( ) ∫
+∞

−−=ΓΓ
0

1   : dtetxx tx
Propriétés 

( ) ( ) π== 2
1 , 11 ΓΓ

( ) ( ) 0 , 1 : récurrence deRelation >=+ xxxΓxΓ
( ) * , !1 NnnnΓ ∈=+
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Loi du  2χ
 standard, normale loi unesuivant   r. a.  v.Soient  iXn

deux à deux indépendantes. La loi suivie par la variable aléatoire 
liberté. de degrés  à du  loi appeléeest  2

1

2
 

2 nX
n

i
i χχ ∑

=
=

( ) ( )( )











≤

>

=

−−

0 si 0

0 si 2
22

1 2
12 

2

x

xex
nΓ

xp

xn

χ

( ) nE   2 =χ
( ) n2  var 2 =χ

2du  Lois χ
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Loi de Student  
suivant tesindépendan aléatoires blesdeux varia et  Soient 2χX

 liberté. de degrés  à du et  standard normale lois lesment respective 2 nχ
liberté. de degrés  àStudent  de loi une alorssuit     r. a.  v.La

2
n

n

XT
χ

=

( ) ( )
2

1 - 2
1

2 , 2
1
1

+






 +=

n

T n
x

nBn
xp

( ) 1   0,  >= nTE
( ) 2   , 2  var >−= nn

nT

Student de Lois
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I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques

ÉchantillonÉchantillon
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Échantillon de taille n = n-uplet de variables aléatoires réelles ( )nXX  ,  , 1 

= réalisation ou observation de l’échantillon  
( ) in Xxx  aléatoires  variablesdes nsréalisation  de  ,  ,  Ensemble 1 

( )nXXf  ,  , Fonction 1  = statistique fondée sur l’échantillon 

Fonction de vraisemblance 
( ) ( )θθ  ,  ,  ,  ,  ,  , 1  ,  , 1 1 nXXn xxpxx n  =

Fonction log-vraisemblance 

( ) ( )[ ]θθ  ,  ,  , ln ,  ,  , 1 1 nn xxxxL  =
Fonction score 

( ) ( )[ ]θθθ  ,  ,  ,  ,  ,  , 1 1 nn xxxxS  ∂
∂=

Information de Fisher 

( ) ( )( )2
1  ,  ,  , θθ nXXSEI =

Type particulier : échantillon i.i.d. [indépendamment et identiquement  distribué]



1717

I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques

EstimateurEstimateur
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( )nXX  ,  , 1 Échantillon de taille n  
( )nXXf  ,  ,  eStatistiqu 1  pour estimer des paramètres auxquels est lié  

l’échantillon = estimateur  
θ  paramètredu  ˆ  Estimateur nT

Absence de biais 
nT̂ de Biais ( ) ( ) θ−= nn TETB ˆ  ˆ

( ) 0  ˆ si biaisénon  ˆ =nn TBT
 si biais sansuement asymptotiq n̂T

( ) 0  ˆ lim =∞→ nn TB

( ) ( )( ) 



 −=

2ˆˆ ˆ nnn TETETσ

( ) ( ) 



 −=

2ˆ ˆemq θnn TET

( ) ( ) ( )222 ˆˆˆemq nnn TBTT +=σ
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erreur moyenne quadratique  

θ

biais  

exactitude  

précision  

écart-type 

( )nTE ˆ

Convergence 
 si convergentest  n̂T

{ }( ) 0ˆ  lim , 0 n =≥−>∀ ∞→ εθε nTP
Un estimateur convergent est toujours asymptotiquement sans biais
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Estimateur optimal 
, de ˆ estimateurl'soit  que quel , si optimalest  ˆ  θnn RT

( ) ( )nn RT ˆ var ˆvar ≤

Inégalité de Fréchet 
θ de dérivablefonction   de biais sans estimateur  ˆ fTn =( ) Fréchet de borne la que petite plus être paspeut  ne ˆvar nT

( )
( )θ
θ

I
fBF

' =

Estimateur efficace 
nT̂ de Efficacité ( ) ( )n

Fn
T

BT ˆvar
  ˆeff =

( ) efficaceest  ˆ , 1  ˆeff Si nn TT =

Un estimateur efficace est optimal
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I – Rappels mathématiquesI – Rappels mathématiques

Tests statistiquesTests statistiques
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( )nXXXHH  ,  ,   ~n échantillo  et   hypothèses 2 110 =+
( ) , densité de ~ :  hypothèse Sous 0 ~0 θxpXH X


( ) 0 ~1  , , densité de ~ :  hypothèse Sous θθθ >xpXH X


nulle hypothèse :  Hypothèse 0H
 ealternativ hypothèse :  Hypothèse 1H

D D

du testn acceptatiod'région   =D
du test critiquerégion   =D
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Table de vérité 

véritédécision  vraie0 H  vraie1 H

0 accepter H

1 accepter H

bonne 
décision

D

α risque

α risque

( ) xdxp
D

X


∫= 0 ~ ,θα

bonne 
décision

D

β risque

β risque

( ) xdxp
D

X


∫= θβ ,~

α-1  fractile x

βπ −=1 :du test  Puissance
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

A – Exemple introductifA – Exemple introductif
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( ) ( )2 deplan un  comme considérée gauloiseforêt  la de sangliers 2 ℜ≥nn
 court" plusau "allant en  sangliers  ces de prèsObélix passer  Faire n⇒

sangliers lespar  mieux"au "passant  plan du  droite uneEstimer  baxy +=⇔

! facile : 2  =n
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















−
−
−
−

=


⇒


=
2 1 

1 2 2 1 
2 1 

2 1 

2 

1 
2 
1   ˆ

ˆ     . 1 
1 

xx
yxyx

xx
yy

b
a

y
y

b
a

x
x

? 2  >n

( ) YAX
y

y
b
a

x

x

nn

=⇔









=












     . 

1

1

 

1 

 

1 



inversiblenon  Matrice ⇒
ninformatiod' Redondance ⇒
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0 x

y

droite
y=ax+b
quelconque

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x
x

nuage de « points »

« écart » 
( )[ ]αbaxyy iii +−=∆      

ix 

iy 

∑∆=
i

iy minimiser   possibleSolution 

2    carrés Moindres =⇒ α ( ) ( )2
  ,Minimiser  ∑ −+=⇔

i
ii ybaxbaϕ

bax i+ 
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 matrice  partielles sDérivation ⇒
( )baQ  ,  ,  lefondamenta equadratiqu forme ϕ








 ∑∑
n

xx
i

i
i

i

2.
2  2  2

 

( ) ( )baQba , ,  , , 2 ϕℜ∈∀
dégénéréenon 

positive définie

( ) ϕ de critiquepoint   , =ba

( )
( )





=−+

=−+

∑
∑

0

0

  

   

ii
i

ii
i

i

ybax

ybaxx
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Résultats ⇒

2ˆ
x

xya σ
σ= xyb

x

xy
2

ˆ
σ
σ−=

avec ∑=
i

ixnx  1 ∑=
i

iyny  1

( )∑ −=
i

ix xxn
2

 2 1σ

( ) ( )∑ −−=
i

iixy yyxxn    . 1σ

( ) ( ) ( )TYAXYAXba −−=  . , : linéaire Exemple ϕ
Si fonction modèle non linéaire ? …
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

B – Formulation généraleB – Formulation générale
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pE dimension  de normé  vectorielespace ℜ=
( ) ><>ℜ=  ,  scalaireproduit  de  dimension  deeuclidien  espace pnnF

FS  de base une ànt relativeme  ,  de matrice  ><=
><=  , par  induite norme   . 

Problème : 
Fy∈ mesures devecteur Modéliser 

Ex∈ paramètres de vecteur avec
par l’intermédiaire de 

FEf      : →⊂Ω
Utilisation de la fonction 

( ) ( )



−=
ℜ→⊂Ω

2    
    : 

yxfxx
E

ϕ
ϕ


 ϕminimiser   carrés moindres Critère ⇔
( ) 0'  de  approchéeSolution 0 =xx ϕ 0  de geau voisina lelinéarisab xf

rangplein  de en   de  jacobienne Matrice 0 xfA
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0  de geau voisina  deTaylor  deent Développem xf

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0  . ' xxxxxxxfxfxf −−+−+= ε

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 0 0  . ' yxxxfxfx −−+≅ϕ

Formulation matricielle 

( ) ( ) ( ) ( )XYAXSYAXx T φϕ =−−≅ ..
( )0 0 et  où xfyYxxX −=−=

0 en  1 Ordre xx−
0  de geau voisina Minimiser xϕ

( ) ( ) ( )YAXSYAXX T −−= ..Minimiser φ

linéaire modèle   deion Linéarisat ⇒f
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nC ℜ∞ sur   classe de numériquefonction  φ

( ) ( ) ( )YAXSYAXX T −−= ..φ
( ) SYYSAXYSYAXSAXAXX TTTTTT +−−=φ

( )XX '  : en   tangentelinéairen Applicatio φ
, ant,différentiEn 2ℜ∈∀dX

( ) SAdXYSYAdXSAdXAXSAXAdXdXX TTTTTTT −−+= . ' φ
( ) ( ) dXSAYSAAXdXX TTT  . 2 . ' −=φ

( ) ( ) 2' SAYSAAXX TTT −=φ
SYAXSAAX TT =ˆ ssi  de critiquepoint  ˆ φ

singulièrenon   Si SAAT

( ) SYASAAX TT 1ˆ −=
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( )  : ' nouveau  deant différentiEn Xφ
Xen   à associée lefondamenta equadratiqu forme φ

( ) SAAX T2'' =φ
Forme quadratique non dégénérée 

( ) ( ) ( ) 0..2..2.'' . , 2 ≥==ℜ∈∀ AUSAUAUSAUUXUU TTTT φ
Forme quadratique positive 

( ) ( ) ( ) 0  0  0..  0.'' . =⇒=⇒=⇒= UAUAUSAUUXU TT φ

Forme quadratique définie 

 : ˆen strict  local minimumun admet  xϕ

( ) ( )( )0 
1

0 ˆ xfySASAAxx TT −+= −
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Processus de résolution itératif 

( ) ( )( )0 
1

0 ˆSolution xfySASAAxx TT −+= −

 sur  homothétiepar  invariante S
  =S matrice de poids

=−=    0 xxX vecteur des paramètres
( ) =−=    0 xfyY vecteur des ( pseudo- ) observations

  =A matrice modèle (des dérivées partielles)

  =SAAT matrice normale

( ) ( ) ( ) ( ) AXYxxxfxfxfy ≅⇔−+≅=    . ' 0 0 0 

 =× SAT normalisation
SYASAXA TT  =équation normale⇒

=−=  ˆ ˆ YXAV vecteur des résidus
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Interprétation géométrique 

[ ( ) ] YMSYASAAAXAZ TTT ˆ    ˆ ˆ 1 === −

  ˆ =M matrice chapeau (« hat matrix »)
( ) Imsur  projecteurun d' Matrice A

F espace

( ) Im A

Y

YMZ ˆˆ=

YNV ˆ ˆ −=

YNV ˆ ˆ −=
MIN n ˆˆ −=

( )AYZ Imsur   de eorthogonal projection ˆ= ˆ 0=TV Z
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

C – Modèle linéaireC – Modèle linéaire
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ε+= XAY  linéaire Système
les vectorielaléatoires  variables et  =εY

constants paramètres des vecteur  =X
tedéterminis matrice  =A

( ) ( ) 0 , === εEXAYYE 

( ) ( ) inconnu  , var 22 σσεε Λ== YE T

X̂ carrés moindres des Estimateur
( ) SYASAAX TT 1ˆ −=

biais sans en  linéaire Estimateur Y
Théorème de Gauss-Markov 

carrés moindres des estimateur , 1 Si 1
2

−Λ=σS
sestimateur des classe la dans optimal

Et . en  linéaireset  biais sans Y ( ) ( ) 112ˆvar −−Λ= AAX Tσ

= 2σ facteur unitaire de variance

Valeurs vraiesValeurs vraies
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Exemple : tesindépendandeux  àdeux   aléatoires Variables  iε
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1 0

0 1
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σ

σ

σ

σσσ

σσσ

σσσ














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Résultats  XXAY ˆ estimateur   linéaire Système ⇒+= ε

/
facteur unitaire de 

variance

0
résidus (n)

paramètres (p<n)

/
observations (n)

0
inconnue mais on 
suppose en général 
erreurs gaussiennes

erreurs aléatoires (n)

varianceespéranceexpression
mathématique

grandeur

ε

Y

X̂

V̂

2σ̂

( ) YAAA TT 111 −−− ΛΛ

YXA −ˆ

pn
VV T

−
Λ− ˆˆ 1

Y

X

2σ

Λ2σ

Λ2σ

( ) 112 −−Λ AATσ

( )( )TT AAAA 112 −−Λ−Λσ
( ) 0  ˆ , ˆcov =VX
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Observations gaussiennes 
( )Λ→ 2,σXANY 

[ ( ) ]( )TT AAAANV 112,0ˆ −−Λ−Λ→ σ

Tests sur les résidus 
Loi normale ( )

( )( ) )(Student  : 
ˆ

ˆ
112

pn
AAAA

V
TTii

i −
Λ−ΛΓ

Γ
−−σ

( )
( )




≠Γ
=Γ

0  ˆ : 
0  ˆ : 

1

0

VH
VH

i

i

( ) 21 fractile  21 ,  espèce 1 de Risque ière ααα −=−−pnt
si  seuilau  acceptée 0 αH ( )

( )( ) ( )21  
ˆ

ˆ
112

α
σ

−≤
Λ−ΛΓ

Γ
−

−−
pn

TTii

i
t

AAAA

V

1
2 1ˆ ,

 
  
  
      

−
−→ ΛTX N X A Aσ&

Densité de probabilitéDensité de probabilité
symétriquesymétrique
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Tests sur les paramètres compensés

( ) ( )
( )( ) )(Student  : 

ˆ

ˆ
112

0 pn
AA

XX
Tii

ii −
ΛΓ

Γ−Γ
−−σ

( ) ( )
( ) ( )




Γ≠Γ
Γ=Γ

01

00

  ˆ : 
  ˆ : 

XXH
XXH

ii

ii

( ) 21 fractile  21 ,  espèce 1 de Risque ière ααα −=−− pnt

si  seuilau  acceptée 0 αH

( ) ( )
( )( ) ( )21  

ˆ

ˆ
112

0 α
σ

−≤
ΛΓ

Γ−Γ
−

−−
pn

Tii

ii
t

AA

XX
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

D – Cas d’écoleD – Cas d’école
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2,6062,0181,621

2,6422,0361,656

2,6312,0441,659

2,6192,0651,643

2,6092,0781,634

ba 22 ba +

On mesure la largeur a, la longueur b et la diagonale d d’un rectangle.
De précédentes mesures avaient donné les valeurs a=1,60 m
et b=2,08 m. Le rectangle étant en bois, on sait qu’il peut se déformer sous l’effet 
des contraintes thermiques. Les mesures effectuées doivent permettre de vérifier 
si les dimensions du rectangle ont varié de façon significative depuis les dernières 
mesures. Les mesures sont fournies dans le tableau suivant.
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Linéarisation du modèle 










++≅

+=

+=

bd
bad

add

bbb

aaa

δδ
δ
δ

0 
0 

0 
0 0 

0 

0 

Équations d’observations  [ ]






















−
−
−
−
−
−

=







































0 5 

0 1 
0 5 

0 1 
0 5 

0 1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

   . 

 

10

10

01

01

 

dd
dd
bb
bb
aa
aa

b
a

d
b

d
a

d
b

d
a













δ
δ
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Normalisation 




−=













169,0
163,0 ˆ

ˆ . 144,8.
2,419 6,860 b

a
δ
δ

Inversion 









=
=

−=
=  

050,2ˆ
635,1ˆsoit  

031,0ˆ
035,0ˆ

b
a

b
a

δ
δ

Résidus 

0,0140,0310,056
-0,0210,013-0,021
-0,0100,005-0,024
0,001-0,016-0,008
0,011-0,0290,001

ba 22 ba +

Facteur unitaire de variance 

4
3

2 10.68,513
10.38,7ˆ.ˆ

 ˆ −
−

≅≅−= pn
VVT

σ
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Statistique des estimations 

Matrice normale inverse  137,0.
0,048- 0,163 











×=
×=

−

−
 

10.68,5137,0 : ˆsur Précision 
10.68,5163,0 : ˆsur Précision 

4ˆ

4ˆ

b

a

b
a

δ

δ

σδ
σδ





±=
±=

0088,0050,2ˆ
0096,0635,1ˆsoit 

b
a

( ) 32,0
137,1163,0

048,0ˆ , ˆcorr : ˆet  ˆ entren Corrélatio −≅
×

−=baba

Tests statistiques 

( ) 650,298,0 , %4 13 == tα

52,30,0088
0,031et  65,30,0096

0,035 : bet  apour   testsValeurs ≅≅

Variations significatives au regard du test effectué 

éventuelleItération  ⇒
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

E – Techniques complémentairesE – Techniques complémentaires
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Cumul d’équations normales







=≅








=

mm Y
Y

YX
A
A

AX 
1 1 ( )













Λ

Λ
=

m

Y
 0  0

0   
   0
0  0 

var
1







Système normal global

∑∑
=

−

=

− Λ=




 Λ

m

i
ii

T
i

m

i
ii

T
i YAXAA

1
 1

 
1

 1
 

normaux systèmes-sous des Cumul"" ⇒

Exemple : Calculs de géodésie spatiale ; positionnement GPS 
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Équations de contraintes

Exemple : Positionnement 

Information a priori sur le vecteur des paramètres X

( ) Λ=≅ YYAX var avec  linéaire Système

( ) 0000 varoù  Λ== XXXA

[ ] ( ) 





Λ
Λ≅ 1-

0

-1

0
0 

0
0 poids de matrice de X

YXA
A

normalisé système  normales équations des Cumul ⇒

( ) ( )01
00 

10 1
00 

1 XAYAXAAAA TTTT −−−− Λ+Λ=Λ+Λ

contrainte deéquation   "    " 01
00 0 1

00 =Λ=Λ −− XAXAA TT







±=
±=
±=

z

y

x

zz
yy
xx

σ
σ
σ

0

0

0
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Réduction de paramètres

Système d’observations :

[ ] ( )  var avec  .  
2

1
2 1 Λ=≅


 YYX

XAA

2selon  système ce Résoudre  X⇒
Système normal associé








Λ
Λ=










ΛΛ
ΛΛ

−

−

−−

−−

YA
YA

X
X

AAAA
AAAA

T

T

TT

TT

1
2 

1
1 

2

1

2 
1

2 1 
1

2 

2 
1

1 1 
1

1    .  

Première équation donne

( ) ( ) 22 
1

1 
1

1 
1

1 
1

1 
1

1 
1

1 1 XAAAAYAAAX TTTT −−−−−− ΛΛ−ΛΛ=

Seconde équation donne

( )( ) ( )( )YAAAAIAXAAAAAIA TTTTTT 1
1 

1
1 

1
1 1 

1
2 22 

1
1 

1
1 

1
1 1 

1
2 

−−−−−−−− ΛΛ−Λ=ΛΛ−Λ

Exemple : Calculs de géodésie spatiale 
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Analyse des composantes de la variance







=≅








=

mm Y
Y

YX
A
A

AX 
1 1 ( )

















Λ

Λ
=

mm

Y
2 

12
1 

 0  0
0   
   0
0  0 

var
σ

σ







2
  des sestimation desTrouver   iσ⇒

∑
=

−Λ=
m

i
ii

T
i YAK

1
 1

  membre Second∑
=

−Λ=
m

i
ii

T
i AAN

1
 1

  : normale Matrice

normaleséquationsdesCumul      ⇒

Exemple : Calculs de géodésie spatiale avec différents satellites

1 poseOn −=NΩ

( ) ii nY   dim =
iVi  ̂ :  groupedu  résidus desVecteur 

ii
T
ii AANi  1
   :  groupedu  normale Matrice −Λ=
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Deux méthodes très proches 

Degré de liberté Helmert
22

  : Hypothèse σσ ≈i Pas d’hypothèse supplémentaire 

( )ii

ii
T
i

i ΩNtrn
VV

  

 
1

 2
 

ˆˆ
ˆ 

−
Λ=

−
σ

positifssont  ˆ les Tous 2
 iσ













=











mm c

c
H

 

1 

2 

2
1 

ˆ

ˆ
  

ˆ

ˆ
 . de Résolution 

σ

σ

2
 ˆ iσ

matrice symétrique
( )( ) ( )jiii

j
iji ΩNΩNtrΩNtrnH      , 2 +−=δ

ii
T
ii VVc  

1
  

ˆˆˆ −Λ=

positifsforcément  passont  ne ˆ Les 2
 iσ

pn
VVT

−
Λ

=
− ˆˆ

  ˆ à Similaire 
1

2
0 σ
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II – Méthode des moindres carrésII – Méthode des moindres carrés

F – Limites de la méthodeF – Limites de la méthode
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Linéarisation et minima locaux

Manque de robustesse

Observations biaisées : erreur systématique

Faute de mesure : erreur aléatoire

srigoureuse Hypothèses ⇒

résidus lessur  Tests ⇒

Modèle faux
correct nt physiqueme Modèle ⇒
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Manque de robustesse
Observations biaisées : erreur systématique

baxx +
1Fonction 

Biais non estimé

Biais estimé
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Manque de robustesse
Observations biaisées : erreur systématique

Résidus de l’estimation 

Biais non estimé

Biais estimé
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Manque de robustesse
Faute de mesure : erreur aléatoire

Droite de régression linéaire 
Erreur
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Manque de robustesse
Faute de mesure : erreur aléatoire

Résidus de l’estimation 

avec erreur

sans erreur
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III – Autres méthodes III – Autres méthodes 
                d’optimisationd’optimisation

A – Simplexe modifiéA – Simplexe modifié
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YAX ≅ système le Résoudre

Critère moindres carrés : minimiser

2

   ∑ ∑ 



 −

i j
ijij bxa

Critère norme      : minimiser∑∑ −
i j

ijij bxa    1 L

modifié simplexedu  Algorithme ⇒

FEXDCXBAX ≤=− et   scontrainte les sous Minimiser 
1 

Parcours de tous les sommets du polyèdre convexe des contraintes
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Droite de régression linéaire



6262

Résidus de l’estimation 

Droite de régression linéaire
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III – Autres méthodes d’optimisationIII – Autres méthodes d’optimisation

B – Algorithmes génétiquesB – Algorithmes génétiques
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Population initiale

Étape 1 : Évaluation
Population courante

Étape 2 : Sélection et duplication
Population intermédiaire

Étape 3 : Croisement et mutation
Population suivante

Solutions

Déroulement de l’algorithme

Saut d’une 
génération

Initialisation
Population initiale
= population courante

Aptitude 
à la reproduction

Conditions vérifiées



6565

Codage des paramètres

1 x 2 x 3 x px        Vecteur x des paramètres
(p composantes)

1 1 ………… 1 0 0 1 ………… 0 0

… … … … … …

… Codage de chaque composante
sur l bits

1 1 ………… 1 0 …………………… 0 1 ………… 0 0
Vecteur chromosome (pl composantes) (individu)

gène (bit)

Population = plusieurs chromosomes 
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Évaluation
Fonction d’évaluation : performance des individus d’une population 

( ) ( )( )2    ∑ −=
i

ii yxfxe« Moindres carrés » :  

« Norme L1 » :  ( ) ( )∑ −=
i

ii yxfxe     

« Médiane » :  ( ) ( )( )( )2
   médiane    ii yxf-Cxe −=

Sélection et duplication

Fonction d’évaluation e Fonction d’aptitude : ( ) ( )
e
xexa   =

Population courante Population intermédiaire

Sélection orientée vers l’exploitation
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Croisement
Population intermédiaire : 2 individus , probabilité cp 

+ =
Mutation


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Exemple numérique
Séries temporelles pour les trois fonctions « coût» : 
« moindres carrés », « norme L1 » et « médiane »
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ConclusionConclusion



7070

Acquisition des observations 

Déroulement d’une estimation 
par moindres carrés

Choix d’un modèle
+ paramètres 

Solutions 

Restitution 
par moindres carrés

Poids optimaux 

Méthode de repondération
des groupes d’observations

1   , 2
 ≅∀ ii σ

Observation(s)
rejetée(s) Paramètre(s) rejeté(s) 

Test sur les résidus Test sur les paramètres

Convergence Solutions finales 


