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Mesure la vraisemblance

a une cissoide qui oscille |
sur tout I'axe temporelle AR AAAANUR AL ARA AR AR AR S

s

=» Analyse spectrale fine
=» Pas de localisation temporelle
=>» Trouver des outils qui permettent I'analyse conjointe temporelle et fréquentielle
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Spectrogrammes: Jiransformation de

FoLrier 2 colrt terrre

'—-l—-—-__..__—_ =

Analysé de Fourier sur une partie du S|gnal délimitée par une fenétre continue h(t)
gue I'on glisse sur I'axe temporel

(voir programme « spectrogramme.m »)

S(f.0)= TS(t)-h(t 1) dt = (5,h(t = 1))

‘S(f T)‘z Spectrogramme de s(t) : calcule la
’ guantité d’énergie présente autour
de la fréquence f et de l'instant =

- 21t
La fonction h(t T)‘e Palise un pav age du plan temps fréquence

localisant temporellement un évenement fréquentiel

Principe d'indétermination de Heisenberg A(E).A(t)zﬁ > !ocallsa_tlon peliEilE
2 impossible




On définit une famille de fonctions { |G|1/2L|J(G(t-b)) } appelée famille d’ondelettes

Normalisation pour avoir méme énergie a chaque fonction ||W||? Parametre de Position =» translation de W(t)

1/a est appelé le Facteur d’échelle (1) est appelee Ondelette mere

=>|a|<1 dilatation de W¥(t)
|a|>1 contraction de ¥(t)

Transformée en Ondelette continue:
=>o0n glisse une fenétre a 2 parametres (a,b) sur s(t)

Coefficient d’'Ondelette a I'échelle a et a la position b

C(a,b) = J‘S(I)Wdt :<S’%a_b))>

—00

C(a,b)

|2

Scalogramme de s(t)




Localisation temps fréquence d’'une Ondelette

W(ar)

al>1 contraction en temps de W(t) = support plus larc équence et plus étroit en temps
pour de grande valeur de a cela correspond a des analyses des hautes fréquences
|al<1 dilatation en temps de W(t) = support plus étroit en fréequence et plus large en temps
pour de petite valeur de a cela correspond a des analyses des basses fréquences

Ondelette « Chapeau mexicain » pour un facteur d’échelle a,<1<a,

1 e 2 o
-5 o (f-h)e contraction en temps

dilatation
en
v fréquence

Ondelette Chapeau Mexicain Décalée b= -5 Ondelette Chapeau Mexicain Dilatée alpha = 1/3
1 1

Contractio

en
fréquence

Voir programme « Ondelette mexican.m k2




lriansiormation continue.en @ndeleties (exemple)

Pour chaque facteur d’échelle a (ici variant de 1 a 24 par pas de 1)
on calcule le coefficient d'Ondelette  C(a,b)»our les 03|t ] ariant de | (N étant la long du signal s(t) )

— Ondelette mere W(t) « Chapeau mexicain »
Numeérisation de s(t) ,

x(t) = x(k)
Pour t € [k,k+1]

amplitude

Convolution de s(k)

k+1

J’E | W[ﬂ-{f- _b}]conjugafe A

&

Absolute Values of Ca,b Coefficients fora= 12345 ...

\/{_ Z 0: (- b}}conjug:zfe ds

Coefficients d’Ondelette de s(t)
o wo om0 m o mw Matrice 24 lignes x 400 colonnes

time (or space) b

Oir programme « transforme x cwt.m »



e — r—

AN de ses coefficien

Formule d’inversion

Ondelette
Toutes les localisations temporelles
Tous les facteurs d’échelle

Y(f) = transformée de Fourier de 'Ondelette mére @
Repréesenter le signal
sur un nombre limité
d’Ondelettes en faisant varier
de maniere « dyadique »
>le facteur d’échellea=21,j€ Z
>la positionb=k.21, k€ Z
iR

Analyse multirésolution: AMR

Ky fini =» 'Ondelette mére est a moyenne nulle




! v
s(t) €V, V, . [ Vi
Sous espace r :
Vectoriel de VO Facteur a= 2_(J+1)

d’échelle

(’, Base OrthonormalediviSé par 2
( L

t) : fonction d’échelle

-#—-
~ Laprojection de s(t) sur V; t &( L )\ IS coefficients aj(k) sont appelés
contient I'information , o ¢(§_k) a,(k)={ s(t),—2— Coefficients d’approximation
~d’approximation de s(t) projy,s(1) = k_Z_w a; (k). 2 ’ V2 au niveau de résolution |
‘au niveau de résolution | -




L’Ecart des projections sur V,, etV correspond a l'information de détails de s(t) qui existait au niveau j-1
et qui est perdue au niveau j. Cette information est contenue dans un espace vectoriel Wj orthogonal a Vj

Bp— ' I"ar on de s(t) . Information d’approximation de s(t)

Information de détails de s(t) Information de détails de s(t)
au niveau de résolution j-1 au niveau de résolution |

Projy;1(s(t)) - projy,(s(t)) = projy,(s(t)) <= information
perdue entre
l 2 approximations

successives

Base orthonormale de Wj

(t) - ONDELETTE MERE W
S — —

La projection de s(t) sur W; ¢ Wl -k Les coefficients d;(k)

t

contient I'information © ‘/’(T’ —k) d. (k)= 2/ sont appelés Coefficients
: - 2 (k) ={ s(), - Pp
de détails de s(t) projy,s(t) = 3 d, (k). N ' 2/ de détails ou d’ondelette

k=—00 a ~ . .
au niveau de résolution j

10

au niveau de résolution j




Analyse Multi Resplution

Ecuation et 2 ec
Projection de s(t) sur des sous espaces vectoriels Vj
\/ m———— e o

1 : ; e\

=

base base

| (- bk kDZ {¢(§ —k)}, kOZ {¢(£ —k)}, k0Z

Fonction Vi [ Vol\2
d’échelle ¢(t) = Translatées

dilatée d’'un PV °°h 2 a7 T
facteur 2 V2 c) k; o(K)-p(t =) o

ho(K) réponse impulsionnelle d'un Filtre

Equation a 2 échelles reliant @(t/2%) a (t/2)

Projection de s(t) sur des sous espaces vectoriels Wj

Fonction
d’Ondelette y(t) Translatées

dilatée d'un bt N de oft 1 N ] ;0
cewr2  NEMPUTORAIN WG M = 3 k= 2m gk

h,(k) réponse impulsionnelle d'un Filtre ~ Equation & 2 échelles reliant w(t/21*1) a @(t/2) 11




Analyse MultiiResolution. ¢
algoriinrre de Mellat

aU e 1eSOI1uti

filtre & réponse impulsionnelle =—rEye. a. la fonction-d:échelle ¢ (t)
(-7 —k)

a,(k)=( s@), f/_f a (k)= a,_().h(1-k) Décimation ordre 2 o, (k) =a (2k) Coefficients
2 — Garde les élé . . d’approximation
NOE h[j(—l) arde les €léments pairs  _ | niveau |

Coefficients de détails

filtre & réponse impulsionnelle - Liée a la fonction d’Ondelette (t)

gj(k) - zaj_l(l).hl*(l—2k Décimation ordre 2 24 (k)= Zj(zk) Coefficients

de détails
Garde les éléments pairs au niveau j

[=—0c0

NOEIAG)

E Filtre passe bas [¢(t)] o

Niveau ;

P— o -
. J\' | a,(k) :lz _rik), Coefficients d’approximation
alk)

J

! ] du niveau | e—
i --'.-

Coefficients !
__d'approximation sy :
. duniveau j-1 Filtre passe haut [¢(1)] i

de(k) Edj(k) Coefficients de détails
‘ ] ! ou d’'Ondelette

du niveau -1

Banc de filtres d’analyse en quadrature miroir (QMF)




se MultiResolution: v

décormnposition en ondeleties

e
‘-l"r_

A chaque niveau de résolution j on décompose le signal en
»information d'approximation A, (coefficient d’approximation cA,)
»information de details D;: (coefficient de details cDj )

on obtient un « arbre de decomposition » de s(t)

Approximation

o Niveau 3
Approximation N
s(t) Convolution

Approximation My 2 as(k)
Echantillonné ~ Numérique pRIiveau 1 N/4 - l 2 —
sur N points Filtre a

N+L-1)/2 a,(k
regulierement L coefficients ( ) é - lz 2 l

espaces

a, (k)
( .2 . . 0K |
ay(K)
I.—' Détails
k 2
. . dx(k) Niveau 3
Détails N/8
L dy(k) Niveau 2

' T N/4
<> / Details
L coefficients ! Niveau 1
{ (N+L-1)/2 /
N+L-1 '
valeurs

{_Nombre max de décomposition EAMECRSIEM <




Sinusoide bruitée, 10

Approximation
Niveau 1
501 coefficients

Approximation
Niveau 2
252 coefficients

Approximation
Niveau 3
127 coefficients

Approximation
Niveau 4
65 coefficients

périodes échantillonnées sur N=1000 points—

Voir programme « Decomposition_Ondelettes.m »

Détails
Niveau 1
501 coefficients

Détails
Niveau 2
252 coefficients

Détails
Niveau 3
127 coefficients

BEEIS
Niveau 4
65 coefficients



se MultihnResolutienie
reconsiructon

— = 5 e e
—r

- Lareconstruction d’un signal décomposé en banc de filtre d'analyse
peut étre réalisé par banc de filtre de synthese:
par opérations duales du filtre d’analyse
> Interpolation d’ordre 2 par insertion de zéro
»>Filtre a reponse impulsionnelle hy(l) pour les coefficients d’approximation
et h,(I) pour les coefficients de détails

interpolation

filtre
ordre 2

passe bas  Niveau de
_ a;(k/2),k pair résolution
Niveau de 0 j-1
résolution

2] /

a, (k)= ia (kg (k=20)+ id (D).hy (k=21)

d,(k/2),k pair filtre
0 passe haut

Banc de filtre de synthese




se MultinResolutionym
reconsiructon

== e e _.

R P - % : = . . e
Du niveau de résolution j au niveau j-1 on reconstitue le signalen—

information d’approximation de niveau -1 a, (k) par addition de:

» Interpolation des informations d’approximation suivi d’un filtre
de reponse impulsionnelle hy(k)

»Interpolation des informations de détails suivi d’'un filtre de réponse
impulsionnelle h,(l)

on obtient un « arbre de reconstruction » de s(t)

A\

Approximation 2N+L-1 D coefficients
valeurs

Niveau 3 valeurs centraux

‘\,aS(k) 2 L '/ retenus

coefﬁments f‘ N
o) 12 a,(k)
¥

@ —12 —~ [l ,
f ) P

" Détails L cbe?ﬁmentS d,(k) 4
Niveau 3
Détails ) _/’_:(k)

Niveau 2 Détails
D coefficients Niveau 1

Signal
reconstitué

/_

ao(k)




>
(D
)
L
(P

exemole de reconsiiiution en Ondelati

- analyse -
« arbre de décomposition » de s(t) « arbre de reconstruction » de s(t) CAD = s(f)

Coefficients retenus: cAl / \

cA4
cD4 / \
cD3
cD2

cD1

CAZ2

s reconstruit

8
erreur

(Voir programme « Decomposition_Ondelettes_numeriques.m »)




du filtre a repons
_ proximation et h
sontliees par la relation

= | ’ortho normalité de la famille de fonction d’échelle

2

|Ho(f)|2+Ho(f+%) =2

avec [ZNOIERS

L’ortho normalité de la famille d’'Ondelette

|H1(f)|2+H1(f+%) =2

e |H(0) =0

L'orthogonalité des sous espaces vectoriels V.., et W,,, de V, entraine

J
[y O |+ Hy (f +%)‘ H(f %)‘ “o




[HO(] et [H1(h)]

Daubechies 2

filtre passe-haut de Décomposition
filtre passe-haut de Reconstruction

@
(=
)
=
i
@)
O
.
O
@
P
&)
R
=
=

filtre passe-bas de Décomposition
filtre passe-bas de Reconstruction

(Voir programme « daubechies.m »)




S Propriete des moments nuls: Une Ondelette mere possedeN:
moments nuls si elle est orthogonale a tout poelynome de degre < N

Avecm=12,..., N-1

Pour un signal s’identifiant a un polynéme de degré m<N-1, sa décomposition en Ondelette donne
des coefficients d’'Ondelette nulles et
des coefficients d’approximation contenant toute I'énergie du signal

Dans le domaine spectrale W(f) étant la TF de (t) cela se traduit par

diﬂ LIJ(O) _ O
dfﬂ'[

L d"H ) _
dfﬂl
d"H,(1/2)
df”ﬂ

Avecm=1.2,..., N-1

e

Le filtre passe-haut possede un zéro d’ordre N en f=0

=X(] Le filtre passe-bas possede un zéro d'ordre N en f=1/2

20




= [ inearité de I'analyse
en Ondelettes

Coefficients d’Ondelette niveau j (facteur d’échelle)
et de rang k (décalage de I'Ondelette)

~ Coefficients d’Approximation de niveau j

—

Coefficients de Détails de niveau |




Ww(t) localisation temps, W(1) localisation frequence

Symetrie de y(t) utile pour eviter les dephasages dans le traitement
d’image
Le nombre de moments nuls de w(t) est utilisé pour la compression

La regularite (ordre de dérivablilite de 'Ondelette) est utile dans la
reconstruction du signal ou d'image et pour I'estimation de fonction de

regression non linéaire
L’existence de fonction d’echelle ¢(t)

L’orthogonalité ou la bi-orthogonalité (Ondelette de synthese différente
de I'Ondelette d’analyse)

WEXpPression analytigue existante ou non
Jlanuiaton _ =
= Salflieguence d'utilisation




Ondelettes (EalSIENNESNEHEPEN MeXIcaln VIGHEL

Fonction d’'ondelette  W(t) explicite Analyse non orthogonale
Symétrie de y(t) Synthese non assurée
Pas de fonction d’échelle . @(t) Utilisée en décomposition continue

Ondelette Gausienne Ondelette Chapeau Mexicain Ondelette de Morlet

Fonction d’Ondelette W¥(t)
explicite: Dérivée peme de la
fonction de Gauss

F(ty=Ce™"

Symeétrie de y(t) pour N pair
Antisymétrique pour N impair

Voir « gauss_ondelette.m »

Fonction d’Ondelette W(t)
explicite: proportionnelle a la
dérivée seconde de la
densité de probabilité
Gaussienne

Ondelette Mére Chapeau Mexicain

0.05 0.1 ” 0.15 02 025 03 0.3 04 045 0.5

Voir « Ondelette_mexican.m)

Fonction d’Ondelette ¥(t)
explicite: Dérivée p®™e de la
fonction de Gauss

W(t) = cos(5t)e™ >

/
o~ -
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Voir « morlet_ondelette.m)




Ondelette de Meyer

Fonction d’'ondelette  W(t) définie a partir de  W(f)
Fonction d’échelle ¢(t) définie a partir de  ®(f)

o regularite infinie & ortnogonale

e — e e

Ondeletie discrete de Meyer—

Approximation de I'Ondelette de Meyer par filtres R IF
Orthogonalité & bi orthogonalité

Y(t) et @(t) indéfiniment dérivables  =» régularité infinie Analyse & synthese par transformées discrete et con tinue

Symétrie de y(t) et de @(t)

Analyse possible par la transformée continue
Analyse possible par la transformée discreéte filtre non RIF
Pas d’algorithme rapide

50

]

-50

-100

-150

-200

Voir « meyer_ondelette.m)

Fonction Echelle de Meyer

|
)
|
|
)
|
|
|
|
1
5

0

Fonction Echelle de Meyer discrete Ondelette de Meyer discréte

Ondelette de Meyer

Filre

Filre

0.6

0.4

0.2

0.4
0.2
0
-0.2
-04

0

-0.6

Fitre

Fitre

0.6

0.4

0.4
0.2

0
-0.2
-04

-0.6




Familles d’Ondelettes;

oririogoriale & suopport cornpact

- — .

Ondelettes de Daubechies Ondelettes Symlets———Ondelettes Coiflet

(Daubechies modifiées)

Daubechies d’ordre N: :

Pas d’expression explicite sauf dbl (= harr) ~ Symlet d'ordre N: _ Coiflet d'ordre N:

Orthogonalité et bi-orthogonalité Pour N pair ondelette presque symétrique  Symétrie de y et de ¢

Utmsée en Continue & en d|scret Fi|treS RIF de |0ngueur 2N l'IJ pOSSéde 2N moments nUIS
Filtres RIF de longueur 2N & phase minimale ® posséde 2N-1 moments nuls
Asymétrie Filtres RIF de longueur 6N-1

N moments nuls

Régularité croissante avec N mais faible

Fonction Ondelette psi dbS Fonction Echelle phi sym10 Fonction Ondelette psi sym10 Fonction Echelle phi Coif3 Fonction Ondelette psi Coif3
T 8 T T T T

0 2

Filtre passe-bas de Décomposition (dbs)
T T

0.

T T
I
| !

0.2
o
02
0.4

0.6

-0,

Voir « daubechies.m) Voir « symlet.m) Voir « coiflet.m)



Familles d' Ondelettes .

ortrnogoriele & s

Oriclalatias de bz

expression explicite

Orthogonalité & bi orthogonalité

Utilisée en continue & en discret

Filtres RIF de longueur 2

symetrie

Y (t) possede 1 moment nul

Régularité : fonction de Haar non continue Ondelettes de Hairr :

= - faible localisation frequentielle
P(1).= rect(, (1) W) =¢2)-p(2t-1) bonne localisation temporelle

Fonction Echelle phi haar

réponse fréquentielle fitres de haar

0.2 0.4 0.6 0.8

Filre passe-bas de Décomposition (haar)

12 14 16 18 : 12 1.4 16 18 2

) 1/~2 sik=0
_ {/ﬁ PourkEI[O,l] h(k)=1-1/v2sik=1 (Voir « daubechies.m) avec N=1 et ondelette haar ou db1l)
0 sinon "

0 sinon




Familles d’'Ondelettes

es-o.ndﬂettes symetnques =>» reconstruction parfaite

Les Ondelettes utilisées pour I’analyse sont Iégérement différentes des Ondelettes utilisées pour la synthése
La condition sur les filtres /,(/) = h,(=/) n'est plus imposée
Condition de reconstruction parfaite =% (/' )H (f)+ H (f)H (f)=2

Ho(f+1/2)Ho(f)+H (f +1/2)H,(f)=0

Analyse / décomposition Synthese / reconstruction

hy (1)

0 0.0030211
1 -0.0090633
2 -0.016832
3 0.074664
4 0.031333
5 -0.30116
6 -0.026499
7 0.95164
8 0.95164
9 -0.026499
10 -0.30116
11 0.031333
12 0.074664
13 -0.016832
14 -0.0090633
15 0.0030211

aly a0

g - lz o ’l TZ - v ay(k)
}—>

(k)

—> ’l’ €
. . a0 dlﬂ

1

Filtres de décompaosition ho(l) Filtres de reconstruction

Fikre passe-bas de Décomposition ho (bior3.7) Fitre passe-haut de Décomposition h1 (bior3.7) Fikre passe-bas de Reconstruction ho* (bior3.7) Fire passe-haut de Reconstruction h1* (bior3.7)
1 — 0.6 - 0.7 1 -

9 0.17678
100
110
120
130
140
150

(voir programme « B_Splines_ondelette.m »)



Familles d’Ondelettes

ion d’ondelette  y(t) explicite et symétrique
Y(t) n'est pas a support compact Utilisée en décomposition continue complexe

Ondelettes Galsienne complexe Ondelette de Shannon complexe

Dérivée I W(t) =+[f, sinc(f,t)e*™
d’ordre p- de

== Cpe_':e_it

(voir
« gauss_complex.m »

f, bande passante
f. fréquence centrale

fy
f

(voir
« morlet_complex.m »)

partie Imaginaire

f, bande passante
f. fréquence centrale

f,=1

f.,=0.9
(voir

« Shannon_complex.m »

Bonne résolution
fréquentielle

Ondelette B-Spline complexe

W(t)=A1, (smc( Jit B ,i27d
m
f, bande passante
f. frequence centrale
m parameétre entier = 1

=]
f09
3

(voir
« B_Splines_complex.m »)




Paguets, diOndelettes;

neralisation de la méthode de decomposition du signal en Ondelettes
en banc de filtres

= ——
Convolution
s(t) Numeérique

Filtre a
L coefficients

Echantillonné
sur-N points
B Ca1(K)
régulierement

Cyo(k
Approximation etails

de niveau O _ / Niveau 2
Approximation \
Niveau 1

Détails
Niveau 3

Coi(k

Coo(K)

Détails
— Niveau 1

C. (k) e

Cia(k
j: profondeur de la décomposition
ou niveau de résolution
m = 2/ — 1 pair: coefficients d’approximation
impair: coefficients de détails
correspond au n°de sous bande




Paguets, d'Onadeleties

Coefficients issus de chaque branche de décomposition : par projection orthogonales de s(t) sur des
sous espaces vectoriels 0 | dont la base orthonormale est la famille de fonctions

~ Echelle =+ J=1
Niveau de résolution

projection orthogonales, de: s(t)

= Projection t
30=V3i ] : w, (7 —k)

J=4,m=0 _
At ’ c, (k)= s(@),

] - - Projection _ o [~
Sous espace Q, 0=V, | ) — Q, =W, 2

J=3,m=0
Vectoriel de V,, 0. =W Fonction d'échell
- L = - onction d’'échelle
Projection iyl @, (1) = P(1)
J=2,m=0 BIORIBY  Ondelette mére

N € om ‘\ Récursivité pour obtenir les fonctions w,(t)

,kOZ

Q3,2

| Projection
J=3,m=1

QSS

» Q2,1:\/\/2 » Q4,6

a&m (t) = ‘/Ezho (l)a'zn (2t - l)
Projection 7
J=4,m=3

— Q;

orthogonaux

W) =N2Y 1y (Do, (20 - 1)

Q34

Projection

|_Projection
J=3,m=2

03,5

Q22

Projection

J=2,m=1
—> Q3,6

Projection

Qs | J=3,m=3

QS,7




31

V23 by (hea(2t 1)
/
(voir programme « paquet_ondelettes.m »)

N2 (e -1)

W=D [ ()

!
!

= ﬁZh
=23 (D2t -1) W (1)

(1)

tte Mére P

~ w; = Y(t) Ondelette Mere

D

)

V23 (D2t - 1)

)
b
=
@
QO
o
c
Q
@)
N
)
b
D)
@)
qu)
al

i

N2 hy (D2t = 1) [l aa()

Ion aechnhelie

@, (1)




—

j- profondeur
de l'arbre

Qf o=V1

Décomposition en paquets d’Ondelettes

ib“.-“

Arbre de‘ decomp05|t|on
i ; a ; |
'Segmentatldn freqpentlelle du S|gnal
par banc de filtres d’ analyse de Iargeur 27,

] '-—"'ﬂ ! ]

Af16  Af/8 Af8 Af/16 Af/16 Afi8  Afi8 Af/8

Af/8




Pa uets d’OndeIetteS<5>

:Jfﬂ'—‘ﬂ[c-UOfJ ernos fré

PAIiloNS dEN ESPaCENECIOHEIN o e FCOMPIEMEN
Vo=0090Q,, 0 Q3; @ 032®Q46®Q47@ 034@5 st@ st@ Qg

Largeur sous-bandes : Af/16 Af/16  Af/8 Af/8  Af/16 Af/16 Af/8  Af/8 Af/8  Af/8
Dilatation du temps : 16AT 16AT 8AT  8AT 16AT 16AT 8AT 8AT 8AT  8AT

8AT 8AT

16AT 16AT
Segmentation temps fréquence par paquet d’Ondelettes




Seélection de la meilleure base
cd'Ondelet

Décomposition optimale en Ondelette orthogonale inée par un critére :
I" Entropie du signal
proj,(s(2)) :is,-ei(f) Entropie de Shannon  JxIERERE ) :El(s):_isiz log(s)

Norme d’ordre p

Logarithme de I'énergie 6] =ilog(s2i)
i=1

E4(s;) =1 si |si| >1

Entropie a seuil
E4(s;)=0 si |si| <1

E4 indique le nombre d’élément > seuil

A chaque niveau de décomposition, un calcul d’entropie est effectué (type Shannon ou Norme p, ou log(Energie) ou a Seuil)
Woo

La sélection des différents nceuds de l'arbre
est réalisée selon le critére de meilleure entropie

ALK

/\ o AN A Gy e e/

Wa1 Wap WyaWyy, WugWae Wyz Wug Wag W19 Wa11 Wa10 Waiz Waia Wags

Exemple d’'un arbre de décomposition en paquet d’Ondelettes du niveau 1 au niveau 4




Seélection de la mellleure base

s
p————__

s = ones(1,16)*0.25;

w00 = s;

% calcul de I'entropie au niveau j=0
€00 = wentropy(w00,'shannon’)

% deécomposition de niveau j=1 ondelette de Haar
[w10,w11] = dwt(w00,'haar");

% calcul de I'entropie au niveau j=1

€10 = wentropy(w10,'shannon’);

ell = wentropy(w11,'shannon’);

el =el0+ell

% décomposition de niveau j=2 ondelette de Haar
[w20,w21] = dwt(w10,'haar");

% calcul de I'entropie au niveau j=2

€20 = wentropy(w20,'shannon’);

e21 = wentropy(w21,'shannon’);

e2=e20 +e21

% décomposition de niveau j=3 ondelette de Haar
[w30,w31] = dwt(w20,'haar");

9% calcul de I'entropie au niveau j=3

-

€30 = wentropy(w30,'shannon’);
e31 = wentropy(w31,'shannon’);

e3 =e30 +e3l -—

% decomposition de niveau j=4 ondelette de Haar
[w40,w41] = dwt(w30,'haar");

% calcul de I'entropie au niveau j=4

e40 = wentropy(w40,'shannon’);

e41 = wentropy(w41,'shannon’);

e4 =e40 +e4l

(voir programme « arbre_decomposition.m »)

—

L e
| | | | | | | | |
X i s Bt Rl e Bt il el M Bl

Y N e—
| | | | | | | | |
L i i el el el B R Bt i Bty

e00 =2.7726 Voo

B décomposition en Ondelette
el=2.0794 discréte 1D « dwt » de s

W10
e2 = 1.3863 /
o |
e3=0.6931 , |, / \ Jusqu’au niveau j=4

3,0 suffisant selon le critére
; d’entropie de Shannon

e4d=0:

e31=0 e21=0
_/

Entropie minimale avec un arbre de décomposition
d’Ondelettes de Haar jusqu’au niveau j=4




Seélection de la mellleure base
cl'Oriclalatias

ere de Shannon

load noisdopp; s = noisdopp;
plot(s),grid title('signal s(t)")

% Décomposition en paquet d'ondelette 1D de s(t) au niveau j=4 .
% en utilisant I'ondelette de Daubechies d'ordre 5 « db5 » Entropie de
% en calculant I'entropie de Shannon a chaque niveau 3:5}%"r§r2°e”d
paquet_ondelette = wpdec(s,4,'db4"); sélectionné
plot(paquet_ondelette),grid

1.0e+005 *
% Choix du meilleur arbre du paquet d'ondelettes => paquet_ondelette_b e00 -1.0063
% selon le critére d'entropie de Shannon el0 -1.0026
% calcul de I'entropie & chaque noeud du meilleur arbre => E ell -0.0037
[paquet_ondelette_b,E] = besttree(paquet_ondelette) e20 -0.9983

lot(paquet_ondelette_b), e21 -0.0043
bl = e23 -0.0013

e30 -0.0024
e31 -0.9909

e32 -0.0074
e33 -0.0011
e36 -0.0032
e37 -0.0016
e40 -0.0007
e4l -0.9735
e42 -0.0174
e43 -0.0022
e44 -0.0052
e45 -0.0005
ey g W32 W33 : , e46 -0.0006

/N /N /N /\ cT

Woo

e4,12 -0.0015
41 Wap Wya3Wyyu WyusWug W7 Wyg Wa12 Wa13 Wa1a Wy s e4,13 -0.0001
e4,14 -0.0005

. " e4,15 -0.0003
(voir programme « arbre_decomposition_1.m ») 36

Wy




Famille de fonction dilatée en temps du facteur 27 translatée de n sur x et de m sury

En 2D le complémentaire orthogonal de VJ-_l2 dans V; est formee de trois espaces vectoriels de details:

Vi 2=VvVzewHe wY A W P

Y(t) : Ondelette mere  NERRERTEIVGHIwESFANAIE {

¥, (x,y) =¢(x)$(p) - basede W' : {

Yo (x, ) =Y )Y(y) - basede W) : {
- WJ-H Détails de I'image basses fréquences Horizontaux par ¢(x) et hautes fréquences par y(y)
ij Détails de I'image hautes fréquences Horizontaux par y(x) et basses fréquences par ¢(y)
WJ-D Détails Diagonaux de I'image: hautes fréquences par y(x) et hautes fréquences par y(y)




SEMVIUUNSESOINIGIINZ

projette sur I'espace vectoriel (V)2

o o P =mPC;—m)
P”OJ',,}zS(x,y) = Z Zaj(n,m). >
2yj —m) ¢*(lj - n)¢*(% —m)

x_
P T L S

Y dxdy

a,(n,m)={ { s(x,y),

Les coefficients d’approximation de résolution décroissante sont calculés par filtres numériques de réponse impulsionnelle

suivi d’'une décimation d’ordre 2 sur les lignes et les colonnes

On décompose en un filtrage des lignes suivi d’'une décimation d’ordre 2
puis d'un filtrage des colonnes suivi d'une décimation d’ordre 2

Aty | (2,1) 1 hy'-0)11(1,2)

-——

—




Analyse MulitReselutien 2.0Imensions.(3)

L’'image s(X,y) se projette sur I'espace vectoriel (W,)" (W, ) (W, )P au niveau de résolution 27 :

—— e L ————
Y

Y (5=, 2 =m)
. 00 =) H 7/ ,7
prOJWi,,S(x,y) = Z de(n,m).#
. o 00 7 wV(?
proj,, s(x,y)= 3, > d; (n.m).
(%—n,%—m

2]

Les coefficients de détails de résolution décroissante sont calculés par filtres numérigues de réponse impulsionnelle

suivi d’une décimation d’ordre 2 sur les lignes

et les colonnes

Banc de filtres 1D: colonnes
aj(n,m)

L2 —

.~ On décompose en un filtrage l
- des lignes suivi d’'une (2’1) d,"(n,m)
décimation d’ordre 2 = ; l(l,Z) —
- puis d'un filtrage des ay(n,m)
~ colonnes suivi d’'une )

Banc de filtres 1D: lignes

d;Y(n,m)
—>

décimation d’ordre 2 > l(l 2)

() gl

d;°(n,m)

2 —




Analyse MultiResolutien 2 dimensions,(4)

Analyse d’'une image: 4 composantes par niveau de ré  solution j:

AMR 2D a 3 niveaux de résolution

y

f verticale

Détails horizontaux au niveau de résolution 1 Détails diagonaux au niveau de résolution 1

H2 Détails verticaux au niveau de résolution 1

H3

Approximation au niveau de résolution 3 A3

f horizontale

Découpage fréquentiel de a, d’'une AMR 2D a 3 niveaux de résolution
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APPLICAITIONS

7 . N )

Cornolérment 2 l'anzlyse sgecirale : Je facieur cd'ecnelle 1/ gern
cligrejulfeif]ie - — —
Biolegie: Reconnaissance de cellules pathoelogiques

Métallurgie: caractérisation de rugosité de surfaces

Financier. detection des valeurs a taux de variation rapide, prévisions
Internet: description du trafic, dimensionnement des services
Complément a I'analyse temporelle

Détection de rupture temporelle

Etude des phénoménes a court terme (transitoires)

Industrie: verification des irregularités de roues dentées

Meédecine: détection d’irregularité dans les EEG

Compression d’image

Empruntes digitales

Infegraphie

Geophysigue, Représentation du relief

SUPPIESSICIINGCIENS IR

Cocletejeneaiiggiel

Statistique: estimation de densité & regression



Estimation de regressionnoenlineaire parla
rnetriocle Jw Oricleleties

e — T
—— - -

Y =f(X) + & «—_ residus
= X parametre (unité : temps, longueur..., ou nombre)
f: Fonction identifiant les variations du processus a modéliser

Transformation de (X,Y) en données
régulierement espaceées (Xb,Yb)

DY)

Yb(i) = N tel que X (/) Uinterval i N valeurs de Xb et N valeurs de Yb

J

Estimation de la fonction f par la décomposition de
gy = _ZYb(l)cDJ «(Xb(1)) la séquence Yb:
— coefficients d’Approximation a;

z coefficients d’'Ondelette dj
=— ZYb(l)q—’(Xb(l)) i J
=1




Extraction diun signal perturbe paiun bruit.par la

rnetriocle cdes Ondelatias

y(n) =s(n) + oe(n)

/' \ viBruit blanc gaussien
Niveau de bruit
Signal bruité

— Signal échantillonné a pas constant
*Choisir une ondelette

*Décomposer le signal y(n) jusgu’a un niveau de résolution j=N

*Appliquer un seuil aux coefficients de détails de chaque niveau

*Reconstruire le signal par ondelette a partir des coefficients d’approximation de niveau N
et des coefficients de détails de niveau N a 1.

«Comment choisir un seuil ?
Comment appliquer le seuillage aux coefficients de détails ?

Seuillage dur: |x(n)] > seuil = x(n) conserve
[x(n)| < seuil = x(n) =0
Seuillage doux: |x(n)| > seuil = x(n) = sign(x)*(|x|-seuil)

|x(n)| < seuil =» x(n) =0




Méthodes de détermination du seuil

en utilisant le principe d’Estimation du Risque Non Biaisé de Stein « SURE »
Seuillage doux basé sur une fonction SURE de perte quadratique. On obtient

une estimation du risque pour un seuil B particulier. La minimisation des risques en 3
donne une valeur de seuil a appliquer aux signaux de détails

seuil fixé par la longueur L du signal, proportionnel & [NEE%H¢A)
méthode dite « Fixe »

mélange du seuil « SURE » et « Fixe » appelé « heursure »
pour un signal tres bruité S/N failble la méthode SURE est treés bruitée. On utilise alors
la méthode « Fixe »

en utilisant le principe du plus petit maximum.

On utilise un seuil fixe choisit pour avoir une performance du plus petit maximum

D’erreur guadratigue moyenne par rapport a un cas idéal. Le principe du plus petit

Maximum est utilisé en statistique afin de déterminer un estimateur. Le signal débruité
~est assimilé a un estimateur d’'une fonction de régression inconnue, I'estimateur du plus

petit maximum de 'erreur quadratique moyenne obtenue pour le pire cas.



Extraction d'un signaliperturhe pai un bruit par la

rrigtnocle des Onideleties (exermple) @)

Analyse par Ondelettes de Daubechies d’ordre 4
Jusqu’au niveau de résolution 4

Application du
mnmme N Seuillage « heursure »

| e It 05— . .-
m il | i n : Aux niveaux de détails

I""I‘ M cD4 & cD1

Comparaison
du spectre du signal
bruité et dé bruité

N O NE O B A O P.A

Bruit e(n) en 1/f (scintillation)

Détermination des seuils des differentes méthodes: SEEEEE

méthode SURE seuil = 0.38256 Tl i

méthode Fixe seuil = 3.7169 L

méthode HEURSURE seuil = 3.7169

méthode Minimisation de | Erreur Quadratique Moyenne
seuil =2.2163

IR
Elld iy
[
CIZITIT

(voir programme « debruitage.m »)
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[L]"Pesguet Popescu & Jean-Christophe, Ondelettes et applications Techniques d e I'lngénieur TE 5 215':
Rip://WWW.IECRRIGUES  -Ingenietrtii/deianlitas

[2] D. Percival & T. Walden, Wavelet Methods for Time Series Analysis , Cambridge Series In Statistical &
Probabilistic: Mathematics

[3] G. Strang & T. Nguyen , Wavelets and Filter Banks, Wellesley -Cambridge Press

[4] Wavelet Toolbox User Guide , The MathWorks

Logiciels:

De nombreux logiciels existent gui rendent maintenant aisée la mise en ceuvre d’'une transformation en ondelettes. La
plupart de ces produits s’'integrent dans des progiciels plus importants (MATLAB, Mathematica...) destinés au calcul

numeérigue ou symboligue. Par ailleurs, ces programmes sont généralement disponibles sur différents systemes
(Unix/Linux, Windows, Macintosh).

Parmi les logiciels commerciaux, mentionnons la Wavelet Toolbox, une boite a outils MATLAB
(http://www.mathworks.com/ ) et Wavelet Explorer, un « package » de Mathematica (biip:/store.wolfram.com/ ). Ces
ensembles de routines permettent 'analyse et la synthese de signaux et images a I'aide d’ondelettes. Ils offrent
également des fonctionnalités pour le debruitage et la compression de données.

Des logiciels gratuits de bonne qualité sont aussi mis a la disposition du public. En particulier, WavelLab est une
bibliotheque tres compléte de fonctions MATLAB écrites a l'université de Stanford (http://www-
Stabstaniendedu/zwavelaly).

XWPL est un utilitaire X-Windoxs concu a l'université de Yale (http/iwmmamath.yale.edu/pub/iwaveletsy) poul; |Ilustrer
linterét des  déecompositions; en paguets, d’ondelettes.

Des hoites a outils MATILAB pourdanalySetemps-iieguence ou temps-e gchelle ont egalement été développées aul sein
EsiGroupementsideRECHEICHEMINENRS entraitement dufsignallet des images (hitp:/www.isis.enst.fr/Applications ).

== EniinpIINRIA propose FraclCab, un ensemble de fonctions Scilab (our MATLAB) guiimet bien en relief les liens existant
enirerles ondelettes et les fractales (http://www-syntim.inria.fr/iractales/fractales-eng:tmi )




