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Probabilités ?

Probabilités → étude des phénomènes aléatoires i.e. non
prédictibles, liés au hasard

Expérience aléatoire → expérience renouvelable qui, réalisée
dans des conditions identiques, ne donne pas le
même résultat

Evénement aléatoire → événement lié à une expérience
aléatoire et dont la réalisation dépend
exclusivement des résultats de cette dernière
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Modélisation d’une expérience aléatoire (EA)

Univers Ω : ensemble de tous les résultats possibles
(réalisations) de l’EA

Tribu T : collection d’événements possibles ≡ ensemble de
parties de Ω

Mesure de probabilité P : application qui associe à chaque
événement possible sa probabilité

Remarque : événement ≡ sous-ensemble de Ω
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(réalisations) de l’EA

Tribu T : collection d’événements possibles ≡ ensemble de
parties de Ω
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Plan

1 Espace de probabilités

2 Variables et vecteurs aléatoires réels

3 Probabilité conditionnelle

4 Fonction caractéristique

5 Vecteurs gaussiens

6 Processus aléatoires

7 Systèmes linéaires gaussiens
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7 Systèmes linéaires gaussiens



Plan

Probabilités Ecole d’été du GRGS 4 de 67
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Espace de probabilités

Définition

Triplet (Ω, T ,P) tel que :

1. Ω ≡ univers

2. T ∈ P(Ω) ≡ tribu, qui vérifie

(i) Ω ∈ T
(ii) si A ∈ T alors CA

Ω ∈ T
(ii) pour toute suite (An)n∈N d’éléments de T ,

⋃
n∈N

An ∈ T

Remarques

(Ω, T ) ≡ espace probabilisable

Ω peut être fini, dénombrable ou non dénombrable
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Espace de probabilités
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Définition

Triplet (Ω, T ,P) tel que :

1. Ω ≡ univers

2. T ∈ P(Ω) ≡ tribu, qui vérifie
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Espace de probabilités

Exemples de tribu

P(Ω)
si A ∈ P(Ω) est un événement, {A,CA

Ω ,Ω,∅} est la tribu
engendrée par A

si A ⊂ T , la plus petite tribu contenant tous les
éléments de A est appelée tribu engendrée par A
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Espace de probabilités

Exemples de tribu

si Ω = R et si A désigne l’ensemble des intervalles
ouverts de R, alors la tribu B engendrée par A est la tribu
borélienne sur R
si Ω = Rn et si A désigne l’ensemble des parties ouvertes
de Rn, alors la tribu Bn engendrée par A est la tribu
borélienne sur Rn
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Espace de probabilités

Définition

3. P ≡ application de T −→ R appelée mesure de
probabilité, qui vérifie :

(i) P(Ω) = 1
(ii) ∀A ∈ T , P(A) ≥ 0
(iii) pour toute suite (An)n∈N d’éléments de T disjoints deux à

deux, P
( ⋃

n∈N
An

)
=

∑
n∈N

P(An)

(Ω, T , P) est appelé «espace de probabilités » ou «espace probabilisé »
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Définition

3. P ≡ application de T −→ R appelée mesure de
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Espace de probabilités

Propriétés fondamentales

1. ∀A ∈ T , 0 6 P(A) 6 1
2. ∀A ∈ T ,P(CA

Ω ) = 1 − P(A)
3. pour toute suite (An)n∈N d’éléments de T ,

P
( ⋃

n∈N
An

)
6

∑
n∈N

P(An)



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

Définitions

Variable aléatoire réelle sur (Ω, T ) ≡ application
X : Ω −→ R telle que :

∀B ∈ B, {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ T

i.e.
X−1(B) ∈ T
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Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

Définitions

Vecteur aléatoire réel, de dimension n sur (Ω, T ) ≡
application X : Ω −→ Rn telle que :

∀B ∈ Bn, {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ T

X peut être considéré comme un vecteur dont les composantes sont des
variables aléatoires

X = (X1, X2, . . ., Xn)
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Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

Notations

{X ∈ B} 4
= {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}

P(X∈B)
4
= P({X ∈ B})
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Notations

{X ∈ B} 4
= {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B}

P(X∈B)
4
= P({X ∈ B})



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

Distribution de probabilité

L’application µX : B (resp. Bn) −→ R (resp. Rn) définie par

µX(B)
4
= P({X ∈ B}), B ∈ B (resp. Bn)

est une mesure de probabilité sur (R,B) (resp. (Rn,Bn))
appelée « loi de X » ou distribution de probabilité de X

Remarque : X désignera dorénavant un vecteur aléatoire réel de dimension

n > 1 sur l’espace de probabilité (Ω, T , P)



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Variables aléatoires à densité

Définition

La loi de X est dite absolument continue s’il existe une
fonction pX définie sur Rn, telle que pour tout B ∈ B,

P(X ∈ B) = µX(B) =
∫

B
pX(x) dx

pX est la densité de probabilité de X



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Variables aléatoires à densité

Exemple

Densité d’une variable aléatoire gaussienne, réelle, de
moyenne µ, de variance σ2 :

pX(x) =
1√

2π σ
exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]
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Densité conjointe

Définition

Soit X (resp. Y ) un vecteur aléatoire de dimension n (resp. de
dimension p). S’il existe une fonction pX,Y définie sur Rn+p,
telle que pour tout B ∈ Rn+p,

P [(X,Y ) ∈ B] =
∫

B
pX,Y (x, y) dx dy ,

pX,Y est appelée densité conjointe de X et Y
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Densités maginales

Définitions

•Densité marginale de X : pX(x)
4
=

∫
Rp

pX,Y (x, y) dy

•Densité marginale de Y : pY (y)
4
=

∫
Rn

pX,Y (x, y) dx

La densité pXi
(xi) de la composante Xi est donnée par

pXi
(xi) =

Z
Rp−1

pX1,...,Xp (x1, x2, . . ., xi, . . ., xp) dx1. . .dxi−1dxi+1. . .dxp
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Probabilité
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Espérance mathématique (moyenne)

Espérance du vecteur aléatoire X de dimension n

E [X]
4
=

∫
Rn

x pX(x) dx

Si X = (X1, X2, . . ., Xn) alors E [X] = (E [X1] , E [X2] , . . ., E [Xn])
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Espérance mathématique (moyenne)

Espérance du vecteur aléatoire Y = g(X)

E [Y ] = E [g(X)]
4
=

∫
Rn

g(x) pX(x) dx

où g est une fonction réelle mesurable sur Rn
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Espérance mathématique (moyenne)

Linéarité de l’espérance

∀ (α, β) ∈ R2, E [αX + β Y ] = αE [X] + β E [Y ]
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Covariance

Matrice de covariance de X

QX
4
= E

[
(X − X̄) (X − X̄)T

]
=

∫
Rn

(x − X̄) (x − X̄)T pX(x) dx

où X̄ = E [X]

Matrice n × n symétrique, semi-définie, positive
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(x − X̄) (x − X̄)T pX(x) dx

où X̄ = E [X]

Matrice n × n symétrique, semi-définie, positive
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Covariance

Si X = (X1, X2, . . ., Xn) alors

QX =


σ2

1 cov(X1, X2) · · · cov(X1, Xn)
cov(X2, X1) σ2

2 · · · cov(X2, Xn)
...

...
. . .

...
cov(Xn, X1) · · · · · · σ2

n


où

σ2
i = E

[
(Xi − X̄i)2

]
est la variance de la variable

aléatoire Xi

cov(Xi, Xj) = E
[
(Xi − X̄i) (Xj − X̄j)

]
est la covariance

des variables aléatoires Xi et Xj
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aléatoire Xi

cov(Xi, Xj) = E
[
(Xi − X̄i) (Xj − X̄j)

]
est la covariance

des variables aléatoires Xi et Xj
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Exemple

Variable aléatoire réelle gaussienne

pX(x) = 1√
2 π σ

exp

[
−(x − µ)2

2σ2

]

X̄ = E [X] = µ

QX = E
[
(X − X̄)2

]
= var(X) = σ2

Intégrale gaussienne :

Z +∞

0

exp (−u2) du =

√
π

2



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Probabilité conditionnelle

Définition

Soient A, B ∈ T deux événements. La probabilité
conditionnelle de l’événement A sachant que l’événement B
est réalisé est donnée par

P(A|B) =
P (A∩B)

P(B)

pourvu que P(B) > 0
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Probabilité conditionnelle

Première relation de Bayes

P(A|B) =
P(B|A) P(A)

P(B)

pourvu que P(B) > 0
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conditionnelle

Fonction
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Probabilité conditionnelle

Relation des probabilités totales

Soit (An)n∈I , I ⊂ N, une famille d’événements incompatibles

deux à deux telles que P
( ⋃

n∈I

An

)
= 1, alors pour tout

B ∈ T ,
P(B) =

∑
n∈I

P(B|An) P(An)

Une telle famille est aussi appelée «système complet d’événements »
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Probabilité conditionnelle

Deuxième relation de Bayes

∀ j∈I, P(Aj |B) =
P(B|Aj) P(Aj)∑

n∈I

P(B|An) P(An)

où (An)n∈I un système complet d’événements
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Indépendance de deux événements

Définition

Deux événements A, B ∈ T sont dits indépendants si

P (A∩B) = P(A) P(B)

Autrerment dit, la réalisation de l’un de ces événements n’a
aucune influence sur l’autre

Notation : A⊥B
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Evénements mutuellement indépendants

Définition

Les événements A1, A2, . . . , An sont dits mutuellement
indépendants si, pour tout choix 1 6 i1 < . . . < ik 6 n,

P (Ai1∩ . . .∩Aik) = P(Ai1) . . .P(Aik)
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Indépendance de deux vecteurs aléatoires

Définition

Les vecteurs aléatoires X (dim. n) et Y (dim. p) définis sur
(Ω, T ,P) sont indépendants (X⊥Y ) si, pour tout A ∈ Bn,
B ∈ Bp, les événements (X∈A) et (Y ∈B) sont indépendants,
i.e.

P(X∈A , Y ∈B) = P(X∈A) P(Y ∈B)
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Probabilité
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Indépendance de deux vecteurs aléatoires

Propriétés caractéristiques

Soient X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants, alors

∀x ∈ Rn, ∀ y ∈ Rp, pX,Y (x, y) = pX(x) pY (y)
E [f(X) g(Y )] = E [f(X)] E [g(Y )]

pour toute paire de fonctions réelles, mesurables, définies
respectivement sur Rn et Rp
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Conditionnement par (Z = z)

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n), Z (dim. p) définis
sur (Ω, T ,P).

Qu’apporte l’observation de la réalisation Z = z sur la
connaissance de X ?
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Retour sur la densité conjointe

P(X∈A,Z∈B) =
∫

A×B
pX,Z(x, z) dx dz

=
∫

B

(∫
A
pX,Z(x, z) dx

)
dz

=
∫

B

(∫
A

pX,Z(x, z)
pZ(z)

dx

)
pZ(z) dz

=
∫

B
ψ(z) pZ(z) dz

ψ(z) joue le rôle ici d’une loi conditionnelle P(X∈A|Z = z)
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Densité conditionnelle de X sachant Z = z

Définition

La densité conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant
Z = z est définie par

pX|Z=z(x) =
pX,Z(x, z)
pZ(z)

Loi conditionnelle de X sachant Z = z :

P(X∈A|Z = z) =
∫

A

pX,Z(x, z)
pZ(z)

dx
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Espérance conditionnelle

Définition

Soit ϕ une fonction réelle mesurable définie sur Rn.
L’espérance conditionnelle de la variable aléatoire réelle ϕ(X)
sachant Z = z est définie par

E [ϕ(X) | Z = z] =
∫

Rn

ϕ(x)pX|Z=z(x) dx
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Probabilité
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Espérance conditionnelle

Proposition (P1)

Soit ϕ̂(z) = E [ϕ(X)|Z = z]. La variable aléatoire réelle
ϕ̂(Z) = E [ϕ(X)|Z] est caractérisée par

E [[ϕ(X) − ϕ̂(Z)] ψ(Z)] = 0

pour toute fonction réelle mesurable ψ(.) définie sur Rp

Ecriture équivalente

E [E [ϕ(X)|Z] ψ(Z)] = E [ϕ(X)ψ(Z)]
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Ecriture équivalente

E [E [ϕ(X)|Z] ψ(Z)] = E [ϕ(X)ψ(Z)]



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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gaussiens

Probabilités Ecole d’été du GRGS 37 de 67

Espérance conditionnelle

Corollaire (P2)

(i) E [E [ϕ(X)|Z]] = E [ϕ(X)]
(ii) Si X = f (Z) alors E [ϕ (X) |Z] = ϕ (X)
(iii) Si Z ⊥ Xalors E [ϕ (X) |Z] = E [ϕ (X)]

(ii)⇒ X dépend de Z ⇒ l’observation de Z permet de connâıtre ϕ (X)

exactement

(iii)⇒ X et Z sont indépendants ⇒ l’observation de Z n’apprend rien sur

ϕ (X)



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Estimateur du minimum de variance

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n) et Z (dim. p). Un
estimateur de X à partir de l’observation de Z est une
application mesurable

z ∈ Rp 7−→ ψ (z) ∈ Rn

ψ (Z) constitue un vecteur aléatoire

Pour une réalisation particulière Z = z de l’observation de Z,
x̂ = ψ (z) correspond à une estimation de X
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Estimateur du minimum de variance

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n) et Z (dim. p). Un
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x̂ = ψ (z) correspond à une estimation de X



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Probabilité
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Estimateur du minimum de variance

Un mesure de l’écart entre l’estimateur de X et sa vraie valeur
est fournie par la variance de l’erreur d’estimation i.e. l’erreur
quadratique moyenne

E
[
‖X − ψ (Z)‖2

]
L’estimateur du minimum de variance de X sachant Z est un

estimateur X̂(.) tel que

E
[
‖X − X̂ (Z)‖2

]
6 E

[
‖X − ψ (Z)‖2

]
pour tout autre estimateur ψ (.)
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Un mesure de l’écart entre l’estimateur de X et sa vraie valeur
est fournie par la variance de l’erreur d’estimation i.e. l’erreur
quadratique moyenne

E
[
‖X − ψ (Z)‖2

]
L’estimateur du minimum de variance de X sachant Z est un

estimateur X̂(.) tel que

E
[
‖X − X̂ (Z)‖2

]
6 E

[
‖X − ψ (Z)‖2

]
pour tout autre estimateur ψ (.)



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Estimateur du minimum de variance

Proposition (P3)

Soient X et Z deux vecteurs aléatoires de dimensions n et p
respectivement. L’estimateur du minimum de variance de X
sachant Z est l’espérance conditionnelle, i.e.

X̂ (z) = E [X|Z = z] =
∫

Rn

x pX|Z=z(x) dx
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Estimateur du minimum de variance : preuve

Soit ψ (.) un estimateur quelconque.

E
[
‖X − ψ (Z)‖2

]
=

E
[
‖X − X̂ (Z)‖2

]
+ E

[
‖X̂ (Z) − ψ (Z)‖2

]
+ 2 E

[(
X − X̂ (Z)

)T (
X̂ (Z) − ψ (Z)

)]
︸ ︷︷ ︸

0 d’après (P1)

Expression minimum pour ψ (z) = X̂ (z)
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Biais de l’estimateur du minimum de variance

Soit ψ (.) un estimateur de X sachant Z. Le biais de ψ est
défini par

b (z)
4
= E [X − ψ (z) |Z = z]

Pour ψ (z) = X̂ (z), b (z) = 0 quel que soit z d’où

Proposition (P4)

L’espérance conditionnelle X̂ de X sachant Z est un
estimateur sans biais
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Biais de l’estimateur du minimum de variance

Soit ψ (.) un estimateur de X sachant Z. Le biais de ψ est
défini par

b (z)
4
= E [X − ψ (z) |Z = z]

Pour ψ (z) = X̂ (z), b (z) = 0 quel que soit z d’où

Proposition (P4)

L’espérance conditionnelle X̂ de X sachant Z est un
estimateur sans biais
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Fonction caractéristique

Définition

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
(Ω, T ,P). La fonction caractéristique de X est la
transformée de Fourier de la densité pX

ΦX (u) = E
[
ei uT X

]
=

∫
Rn

ei uT x pX(x) dx

pour tout u ∈ Rn

La donnée de «ΦX » équivaut à celle de «pX »
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Fonction caractéristique

Définition

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
(Ω, T ,P). La fonction caractéristique de X est la
transformée de Fourier de la densité pX

ΦX (u) = E
[
ei uT X

]
=

∫
Rn

ei uT x pX(x) dx

pour tout u ∈ Rn

La donnée de «ΦX » équivaut à celle de «pX »
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Fonction caractéristique

Exemple

Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle
gaussienne X, de moyenne µ, de variance σ2

ΦX (u) = exp

(
i u µ − 1

2
σ2 u2

)
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Fonction caractéristique

Indépendance mutuelle

Si X = (X1, X2, . . . , Xn) est un vecteur aléatoire dont les
composantes sont mutuellement indépendantes alors

ΦX (u) = ΦX1 (u1) ΦX2 (u2) . . . ΦXn (un)

pour tout u = (u1, u2, . . ., un)
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Fonction caractéristique

Proposition (P5)

Le vecteur aléatoire Z = AX + b où A ∈ Rp×n et b ∈ Rp, de
dimension p a pour fonction caractéristique

ΦZ (u) = ei uT b ΦX(AT u)

pour tout u ∈ Rp



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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Vecteurs aléatoires gaussiens

Définition

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
(Ω, T ,P). X est un vecteur aléatoire gaussien (VAG) si toute
combinaison linéaire de ses composantes est une variable
aléatoire gaussienne réelle i.e. pour tout u ∈ Rn, la variable
aléatoire réelle uTX est gaussienne
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Probabilité
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Fonction caractéristique d’un VAG

Proposition (P6)

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, de
moyenne µ, et de matrice de covariance QX (VAG(n, µ,QX)).
Sa fonction caractéristique est donnée par

ΦX (u) = exp

(
i uT µ − 1

2
uT QX u

)
pour tout u ∈ Rn

Remarque

Les composantes d’un VAG sont gaussiennes ; en revanche, un vecteur aléatoire dont toutes les composantes

sont gaussiennes n’est pas nécessairement gaussien
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Fonction caractéristique d’un VAG

Proposition (P6)

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, de
moyenne µ, et de matrice de covariance QX (VAG(n, µ,QX)).
Sa fonction caractéristique est donnée par

ΦX (u) = exp

(
i uT µ − 1

2
uT QX u

)
pour tout u ∈ Rn

Remarque

Les composantes d’un VAG sont gaussiennes ; en revanche, un vecteur aléatoire dont toutes les composantes

sont gaussiennes n’est pas nécessairement gaussien
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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gaussiens

Probabilités Ecole d’été du GRGS 49 de 67

Densité de la loi d’un VAG

Proposition (P7)

Soit X un vecteur aléatoire VAG(n, µ,QX). Si QX est
inversible (non-dégénérée), alors la loi de X possède une
densité pX

pX(x) =
1(√

2π
)n √

detQX

exp

(
−1

2
(x− µ)TQ−1

X (x− µ)
)

Remarque

Un VAG est complètement défini en se donnant sa moyenne µ, et sa matrice de covariance QX
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Transformation affine d’un VAG

Proposition (P8)

Soit X un vecteur aléatoire VAG(n, µ,QX). Le vecteur
aléatoire Z = AX + b où A ∈ Rp×n et b ∈ Rp, de dimension
p, est gaussien

de moyenne : µZ = Aµ + b

de matrice de covariance : QZ = AQXA
T
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Indépendance des composantes d’un VAG

Proposition (P9)

Soit (X,Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n+ p).
Alors

X⊥Z ⇐⇒ QXZ = E
[
(X − µX) (Z − µZ)T

]
= 0

où µX = E [X] et µZ = E [Z]

i.e. deux composantes d’un VAG sont indépendantes si, et
seulement si, elles sont non-corrélées (orthogonales)
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Indépendance des composantes d’un VAG

Proposition (P9)

Soit (X,Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n+ p).
Alors

X⊥Z ⇐⇒ QXZ = E
[
(X − µX) (Z − µZ)T

]
= 0

où µX = E [X] et µZ = E [Z]

i.e. deux composantes d’un VAG sont indépendantes si, et
seulement si, elles sont non-corrélées (orthogonales)
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Projection orthogonale des composantes d’un
VAG

L’espace des variables aléatoires réelles de carré intégrable est muni du
produit scalaire 〈ξ, ν〉 = E [ξ ν]

Proposition (P10)

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p). Alors la
projection orthogonale X⊥ du vecteur aléatoire X sur l’espace vectoriel H
engendré par les constantes et les composantes du vecteur aléatoire Z est
égale à l’espérance conditionnelle de X sachant Z

X⊥ = bX = E [X|Z] = α + AZ

où α ∈ Rnet A ∈ Rn×p
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Projection orthogonale des composantes d’un
VAG

Dans le cas général (non gaussien),

E
[
‖X −X⊥ ‖2

]
≥ E

[
‖X − X̂ ‖2

]
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Densité conditionnelle des composantes d’un
VAG

Proposition (P11)

Soit (X,Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n+ p),
de moyenne et de matrice de covariance respectivement
données par (

X̄
Z̄

)
,

(
QX QXZ

QZX QZ

)
Si QZ est inversible alors la densité conditionnelle pX|Z=z(x)
du vecteur aléatoire X sachant Z est une densité gaussienne

de moyenne : X̂ (z) = X̄ + QXZQ
−1
Z (z − Z̄)
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Densité conditionnelle des composantes d’un
VAG

Proposition (P11)

Soit (X,Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n+ p),
de moyenne et de matrice de covariance respectivement
données par (

X̄
Z̄

)
,

(
QX QXZ

QZX QZ

)
Si QZ est inversible alors la densité conditionnelle pX|Z=z(x)
du vecteur aléatoire X sachant Z est une densité gaussienne

de moyenne : X̂ (z) = X̄ + QXZQ
−1
Z (z − Z̄)
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Densité conditionnelle des composantes d’un
VAG

Proposition (P11)

de matrice de covariance : R = QX − QXZQ
−1
Z QZX
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Probabilité
conditionnelle

Fonction
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Densité conditionnelle des composantes d’un
VAG : remarques

1. L’utilisation de l’information supplémentaire Z = z réduit
l’incertitude sur X (« 0 ≤ R ≤ QX »)

2. R ne dépend pas de z et peut donc être calculée avant
même de disposer de l’observation Z

3. L’estimateur du minimum de variance X̂ (.) dépend de
façon affine des observations Z

X̂ (Z) = X̄ + QXZQ
−1
Z (Z − Z̄)
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Densité conditionnelle des composantes d’un
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2. R ne dépend pas de z et peut donc être calculée avant
même de disposer de l’observation Z

3. L’estimateur du minimum de variance X̂ (.) dépend de
façon affine des observations Z

X̂ (Z) = X̄ + QXZQ
−1
Z (Z − Z̄)
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Densité conditionnelle des composantes d’un
VAG : remarques

1. L’utilisation de l’information supplémentaire Z = z réduit
l’incertitude sur X (« 0 ≤ R ≤ QX »)

2. R ne dépend pas de z et peut donc être calculée avant
même de disposer de l’observation Z

3. L’estimateur du minimum de variance X̂ (.) dépend de
façon affine des observations Z
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Processus aléatoires

Définition en temps continu

Un processus aléatoire en temps continu est une famille
{X(t), t ∈ R} de vecteurs aléatoires, notée {X(t)}, définis sur
un espace de probabilités (Ω, T ,P) à valeurs dans Rn
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Processus aléatoires

Définition en temps discret

Un processus aléatoire en temps discret est une famille
{Xk, k ∈ N} de vecteurs aléatoires, notée {Xk}, définis sur un
espace de probabilités (Ω, T ,P) à valeurs dans Rn

Il se prêtent bien à la modélisation de données de mesure telles que nous les rencontrons en pratique
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Processus aléatoires

Définition en temps discret

Un processus aléatoire en temps discret est une famille
{Xk, k ∈ N} de vecteurs aléatoires, notée {Xk}, définis sur un
espace de probabilités (Ω, T ,P) à valeurs dans Rn

Il se prêtent bien à la modélisation de données de mesure telles que nous les rencontrons en pratique
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Processus aléatoires gaussien

Définition

Un processus aléatoire {Xk} est dit gaussien si, pour tout
p ∈ N, le vecteur (X0, X1, . . ., Xp) est gaussien de dimension
(p+ 1)× n
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Processus aléatoires indépendants

Définition

Deux processus aléatoires {Xk} et {X ′
k} sont dits

indépendants si, pour tout p, p′ ∈ N, les vecteurs aléatoires

(X0, X1, . . ., Xp) et
(
X ′

0, X
′
1, . . ., X

′
p′

)
sont indépendants
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Bruit blanc

Définition

Un bruit blanc est un processus aléatoire {Xk} tel que

E [Xk] = 0 pour tout k ∈ N
E

[
XkX

T
l

]
= 0 si k 6=l

Si, de plus, le bruit blanc est gaussien, alors les composantes
des vecteurs aléatoires du processus sont non corrélées deux à
deux
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gaussiens

Probabilités Ecole d’été du GRGS 61 de 67
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Définition
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Systèmes linéaires gaussiens

Equation d’état

L’équation d’état d’un système linéaire gaussien est de la forme

Xk = Fk Xk−1 + fk + Wk

où, pour tout k ∈ N, Xk ∈ Rn, Fk ∈ Rn×n, fk ∈ Rn et,

le bruit {Wk} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
QW

k

la condition initiale X0 est gaussienne, de moyenne X̄0, de matrice
de covariance QX

0

le bruit {Wk} et la condition initiale X0 sont mutuellement
indépendants

Le vecteur aléatoire Xk caractérise l’état du système à l’instant k
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conditionnelle

Fonction
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Systèmes linéaires
gaussiens

Probabilités Ecole d’été du GRGS 62 de 67
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conditionnelle

Fonction
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Sortie d’un système linéaire gaussien (SLG)

Proposition (P12)

La sortie {Xk} de l’équation d’état d’un SLG est un processus
gaussien à valeurs dans Rn. En particulier, chaque Xk est
gaussien

de moyenne : X̄k = Fk X̄k−1 + fk

de matrice de covariance : QX
k = Fk Q

X
k−1 F

T
k + QW

k

Le bruit Wk représente une perturbation aléatoire de l’évolution

dynamique de l’état Xk
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Probabilité
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conditionnelle

Fonction
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Proposition (P12)
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Systèmes linéaires gaussiens

Dans le cas où l’état du système n’est pas directement
observable, le système précédent doit être complété par une
équation d’observation de la forme

Zk = Hk Xk + hk + Vk

qui est la somme

d’un signal lié à l’état Xk : Hk Xk + hk

d’un bruit de mesure : Vk



Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires
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gaussiens

Probabilités Ecole d’été du GRGS 64 de 67

Systèmes linéaires gaussiens

Dans le cas où l’état du système n’est pas directement
observable, le système précédent doit être complété par une
équation d’observation de la forme
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Systèmes linéaires gaussiens

Equation d’état & équation d’observation

{
Xk = Fk Xk−1 + fk + Wk

Zk = Hk Xk + hk + Vk

où, pour tout k ∈ N, Zk ∈ Rp, Hk ∈ Rp×n, hk ∈ Rp et,

le bruit {Wk} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
QW

k

La condition initiale X0 est gaussienne, de moyenne X̄0, de matrice
de covariance QX

0

le bruit {Vk} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QV
k

Les bruits {Wk}, {Vk} et la condition initiale X0 sont mutuellement
indépendants
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caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires
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Sortie d’un système linéaire gaussien (SLG) avec
équation d’observation

Proposition (P13)

Le pocessus {(Xk, Zk)} de sortie du SLG est un processus
gaussien à valeurs dans Rn+p. En particulier, chaque (Xk, Zk)
est un vecteur gaussien de moyenne et de matrice de
covariance respectivement données par(

X̄k

Z̄k

)
,

(
QX

k QXZ
k

QZX
k QZ

k

)
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Sortie d’un système linéaire gaussien (SLG) avec
équation d’observation

Proposition (P13)

avec,
X̄k = Fk X̄k−1 + fk

QX
k = Fk QX

k−1 F T
k + QW

k

Z̄k = Hk X̄k−1 + hk

QZ
k = Hk QX

k−1 HT
k + QV

k

QXZ
k = QX

k HT
k
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