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Probabilités — étude des phénomeénes aléatoires i.e. non
prédictibles, liés au hasard
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Probabilités — étude des phénomeénes aléatoires i.e. non
prédictibles, liés au hasard
Expérience aléatoire — expérience renouvelable qui, réalisée

dans des conditions identiques, ne donne pas le
méme résultat
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Probabilités 7

Probabilités — étude des phénomeénes aléatoires i.e. non
prédictibles, liés au hasard

Expérience aléatoire — expérience renouvelable qui, réalisée
dans des conditions identiques, ne donne pas le
méme résultat

Evénement aléatoire — événement lié a une expérience
aléatoire et dont la réalisation dépend
exclusivement des résultats de cette derniere
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Modélisation d'une expérience aléatoire (EA)

Univers () : ensemble de tous les résultats possibles
(réalisations) de I'EA

Remarque : événement = sous-ensemble de €2
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Modélisation d'une expérience aléatoire (EA)

Univers () : ensemble de tous les résultats possibles
(réalisations) de I'EA

Tribu 7 : collection d'événements possibles = ensemble de
parties de €2

Remarque : événement = sous-ensemble de €2
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Modélisation d'une expérience aléatoire (EA)

Univers () : ensemble de tous les résultats possibles
(réalisations) de I'EA

Tribu 7 : collection d'événements possibles = ensemble de
parties de €2

Mesure de probabilité P : application qui associe a chaque
événement possible sa probabilité

Remarque : événement = sous-ensemble de €2
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Espace de probabilités

Variables et vecteurs aléatoires réels
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Espace de probabilités
Variables et vecteurs aléatoires réels

Probabilité conditionnelle
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Probabilité conditionnelle

Fonction caractéristique
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Vecteurs gaussiens
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Variables et vecteurs aléatoires réels
Probabilité conditionnelle

Fonction caractéristique

Vecteurs gaussiens

@ Processus aléatoires

Systemes linéaires gaussiens
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Espace de

Variables aléatoires TI’Ip|et (Q’ T, ]P)) tel que :

Probabilité 1. © = univers

conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens
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mEo_ FrHac




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 5 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

éAREG
ARRED

Espace de probabilités

Triplet (2,7 ,P) tel que :
1. Q = univers
2. T € P(Q) = tribu, qui vérifie

FroHac>
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Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

Triplet (2,7 ,P) tel que :
1. Q = univers
2. T € P(Q) = tribu, qui vérifie
(i) QeT
(i) siAe€T alors C4 €T

(ii) pour toute suite (A, )nen d'éléments de 7, |J 4, € T

neN

FroHac>



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 5 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

Définition
Triplet (2,7 ,P) tel que :
1. Q = univers
2. T € P(Q) = tribu, qui vérifie
(i) QeT
(i) siAe€T alors C4 €T

(ii) pour toute suite (A, )nen d'éléments de 7, |J 4, € T
neN

Remarques
m (2,7) = espace probabilisable
m  peut étre fini, dénombrable ou non dénombrable

FroHac>
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probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systéemes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

m P(Q)
msi A€ P(Q) est un événement, {A, C3,Q, @} est la tribu
engendrée par A

FroHac>
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Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
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Espace de probabilités

m P(Q)
m si A € P(Q) est un événement, {A,C4,Q, @} est la tribu
engendrée par A

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

MBS
a

Espace de probabilités

m P(Q)
m si A € P(Q) est un événement, {A,C4,Q, @} est la tribu
engendrée par A

m si AC 7, la plus petite tribu contenant tous les
éléments de A est appelée tribu engendrée par A

FroHac>
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Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

m si 2 = R et si A désigne I'ensemble des intervalles
ouverts de R, alors la tribu B engendrée par A est la tribu
borélienne sur R

FroHac>
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Espace de
probabilités

Variables aléatoires _

frobabine msi 2 = R et si A désigne I'ensemble des intervalles
ouverts de R, alors la tribu B engendrée par A est la tribu

Fonction sy

caractéristique bOI’ellenne sur R

m si ) = R” et si A désigne I'ensemble des parties ouvertes
de R”, alors la tribu B™ engendrée par A est la tribu
borélienne sur R”

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

FroHac>
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Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

éAREG
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Espace de probabilités

3. P = application de 7 — R appelée mesure de
probabilité, qui vérifie :

FroHac>
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Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

80’

Espace de probabilités

3. P = application de 7 — R appelée mesure de
probabilité, qui vérifie :
() P(2) =1
(i) VAeT, P(A) >0
(iii) pour toute suite (A, )nen d'éléments de 7 disjoints deux a

deux, P ( U A4, ) = > P(4,)
neN neN

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

3. P = application de 7 — R appelée mesure de
probabilité, qui vérifie :
() P(2) =1
(i) VAeT, P(A) >0
(iii) pour toute suite (A, )nen d'éléments de 7 disjoints deux a

deux, P (ngNAn) = 5 P(4w)

(Q,7,P) est appelé «espace de probabilités » ou «espace probabilisé »

FroHac>
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Espace de
probabilités

Variables aléatolres _

Probabilité

conditionnelle 1 VA € T 5 0 < IP(A) < 1

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

FroHac>
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Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espace de probabilités

1. VAcT,0<P(A)<1
2. VA€ T ,P(C4) =1 — P(A)

FroHac>
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probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

AREG

£

Espace de probabilités

1. VAeT,0<P(4) <1
2. VA€ T ,P(C4) =1 — P(A)
3. pour toute suite (A, )pen d'éléments de 7,

]P’(U An) < > P(Ay)

neN neN

FroHa>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

MBS
a

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

m Variable aléatoire réelle sur (2,7) = application
X : Q — R telle que :

VBeB,{weQ: X(w)eB}eT

X'ByeT

FroHac>
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Plan

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

Espace de

e _

Variables aléatoires

m Vecteur aléatoire réel, de dimension n sur (Q,7) =
Probabilité . .
conditionnelle application X : 0 — R” telle que :

caractristique VBeB" {weQ: X(w)eB}eT
Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

éAREG
“ FrOa™
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

m Vecteur aléatoire réel, de dimension n sur (Q,7) =
application X : Q — R" telle que :

VBeB", {we: X(w)eB}eT

X peut étre considéré comme un vecteur dont les composantes sont des
variables aléatoires
X = (X1, X2,...,Xn)

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systéemes linéaires
gaussiens

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

= {X € B} = {weQ: X(w) € B}
m P(XeB) £ P({X € B})

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systéemes linéaires
gaussiens

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

m {XeB} 2 {weQ: X(w)e B}
s P(XeB) 2 P({X € B})

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

L'application ux : B (resp. B") — R (resp. R™) définie par

ux(B) 2 P({X € BY), B € B(resp. B")

est une mesure de probabilité sur (R, B) (resp. (R, B"))
appelée « loi de X » ou distribution de probabilité de X

FroHac>
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Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

A
&

Variables aléatoires, vecteurs aléatoires réels

L'application ux : B (resp. B") — R (resp. R™) définie par

ux(B) 2 P({X € BY), B € B(resp. B")

est une mesure de probabilité sur (R, B) (resp. (R, B"))
appelée « loi de X » ou distribution de probabilité de X

Remarque : X désignera dorénavant un vecteur aléatoire réel de dimension
n>1 sur I'espace de probabilité (0,7, P)

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

80’

Variables aléatoires a densité

La loi de X est dite absolument continue s'il existe une
fonction px définie sur R™, telle que pour tout B € B,

P(X € B) = ux(B) = /B px (w) da

px est la densité de probabilité de X

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Variables aléatoires a densité

Densité d'une variable aléatoire gaussienne, réelle, de
moyenne i, de variance o2 :

(@ = p)?

exrp 9 0_2

1
px(z) = m

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Densité conjointe

Soit X (resp. Y') un vecteur aléatoire de dimension n (resp. de
dimension p). S'il existe une fonction px y définie sur R"*?,
telle que pour tout B € R*P,

P[(X,Y) € B] = /B s sl ) sl

px,y est appelée densité conjointe de X et YV

FroHac>
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Densités maginales

Espace de

e _

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle on 7 g A
' e Densité marginale de X : px(z) = / pxy(z,y)dy
Fonction Rp
caracteristique
e Densité marginale de Y : py(y) = / px,y(x,y) dx
Vecteurs gaussiens R”

Processus aléatoires

La densité px, (z;) de la composante X; est donnée par

Systémes linéaires
gaussiens

px; (%) = / ) PXq,.,Xp (1,22, .. T4y .., Tp) dxy. . dri_1daipq. . .dxp
RP—

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espérance mathématique (moyenne)

Si X = (X1,Xa,...,X,) alors E[X] = (E[X1],E[X3],...,E[X,])

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Espérance mathématique (moyenne)

E] = B(X) £ | g@px(o)do

ol g est une fonction réelle mesurable sur R™

FroHac>
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systéemes linéaires
gaussiens

éAREG
T

Espérance mathématique (moyenne)

V(a,B) ER*, E[a X + Y] = aE[X] + BE[Y]

FroHac>
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Covariance

Espace de

probabilités _

Variables aléatoires

Probabilité yAN = —
conditionnelle QX =

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens R™

Processus aléatoires OU X = E [X]

Systémes linéaires
gaussiens

éAREG
mEo_ FrHac
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Covariance

Espace de

probabilités _

Variables aléatoires

Probabilité

conditionnelle QX

1>

E[X - X)(X - X)T]

Fonction

caractéristique _ / (x _ X) (:E _ X)Tpx(w) d$
Vecteurs gaussiens n

ol X = E[X]

Processus aléatoires

systemes linalres | Matrice n X n symétrique, semi-définie, positive

gaussiens

FroHac>
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Plan

Covariance

Espace de

probabilités S| X = (X17X2’ . )XTL) aIOrS

Variables aléatoires O'% CO’Z)()(l7 XQ) et CO'U(Xl, Xn)

2
Probabilité cov(X2, X1) 03 e cov(Xa, Xn)
conditionnelle QX = . ) i .
Foncti 2
cjrljacctlé)r?stiquc CO’U(XTL) Xl) e e Un

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

4A'REG
Froac
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Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Covariance

Si X = (X1, Xy,...,X,) alors

o? cov(X1,X9) -+ cov(X1,Xp)
cov(Xa, X1) o3 <o cov(Xo, Xp)
Qx = : : _ :

cov( Xy, X1) o2
ol
m 07 = E[(X; — X;)?] est la variance de la variable

aléatoire X;
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Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens
Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

—~
b

Covariance

Si X = (X1, Xy,...,X,) alors
o? cov(X1, Xo)

cov(Xa, X1) o3

cov(X1, Xy)
cov(Xa, Xy)
Qx =

cov(Xn,Xl) Jg

N

ol
m 07 = E[(X; — X;)?] est la variance de la variable
aléatoire X;
m cov(X;, X;) = E[(X; — X;) (Xj — X;)] est la covariance
des variables aléatoires X; et X
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Exemple

exp (—u?) du

“+oo
. . ™
Intégrale gaussienne : / = %

0
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Probabilité conditionnelle

Soient A, B € T deux événements. La probabilité
conditionnelle de |'événement A sachant que I'événement B
est réalisé est donnée par

P (AN B)

P(4IB) = —55

pourvu que P(B) > 0

FroHac>
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P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

pourvu que P(B) > 0
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Probabilité conditionnelle

Soit (An)ner, I C N, une famille d’événements incompatibles

deux a deux telles que P ( U An) = 1, alors pour tout

Be T, nel
P(B) = 3 P(BlA.) P(4,)

nel
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Probabilité conditionnelle

Soit (An)ner, I C N, une famille d’événements incompatibles

U An) = 1, alors pour tout
nel

deux a deux telles que P (

BeT,
B(B) = Y P(B|As) P(4n)

nel

Une telle famille est aussi appelée «systeme complet d'événements »
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Indépendance de deux événements

Deux événements A, B € 7 sont dits indépendants si

P (ANB) = P(A)P(B)

Autrerment dit, la réalisation de I'un de ces événements n’'a
aucune influence sur 'autre

Notation : AL B

FroHac>
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Evénements mutuellement indépendants

Les événements A1, Ao, ..., A, sont dits mutuellement
indépendants si, pour tout choix 1 < i1 < ... < ip < n,

]P)(Ailﬂ ce ﬂA,k) = ]P(Azl) .. P(Azk)

FroHac>
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Indépendance de deux vecteurs aléatoires

Les vecteurs aléatoires X (dim. n) et Y (dim. p) définis sur
(Q,7,P) sont indépendants (X _LY) si, pour tout A € B",

B € BP, les événements (X€A) et (YeB) sont indépendants,
ie.

P(X€A,YeB) = P(X€A)P(YeB)

FroHac>
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=

Indépendance de deux vecteurs aléatoires

Soient X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants, alors
mVreR", VyeR,  pxy(z,y) = px(z)py(y)

FroHac>
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)
é G

Indépendance de deux vecteurs aléatoires

Soient X,Y deux vecteurs aléatoires indépendants, alors
mVreR", VyeR,  pxy(z,y) = px(z)py(y)
m E[f(X)g(Y)] = E[f(X)] E[g(Y)]

pour toute paire de fonctions réelles, mesurables, définies

respectivement sur R" et RP

FroHac>
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Conditionnement par (Z = z)

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n), Z (dim. p) définis

sur (2,7, P).
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Retour sur la densité conjointe

P(XeA,ZeB)

/ px.z(z,z)dx dz
AxB

(L(Zﬁxﬂaaﬁadz

AV

pX,Z(xa Z)

pz(2)

/ $(2) pz(2) dz
B

d$> pz(2) dz
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Retour sur la densité conjointe

P(X€A,ZeB) = / px.z(z,z)dx dz
AxB

_ /B ( /A pX,Z(x,z)da;) dz
- [ BT ) eera:

— / $(2) pz(2) dz
B

1 (z) joue le rdle ici d'une loi conditionnelle P(XcA|Z = z2)
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Densité conditionnelle de X sachant /7 = 2

La densité conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant
Z = z est définie par

_ px,z(z,2)
pX|Z=z(~T) - PZ(Z)

Loi conditionnelle de X sachant Z = z :

P(XeA|Z =2) = / Px.2(2,2)

dx
A pz(2)

FroHac>
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o0’

Espérance conditionnelle

Soit ¢ une fonction réelle mesurable définie sur R™.
L'espérance conditionnelle de la variable aléatoire réelle ¢(X)
sachant Z = z est définie par

EW(X) | 2= = [ ppxizs(a)da

FroHac>
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Espérance conditionnelle

Soit p(z) = E[p(X)|Z = z|. La variable aléatoire réelle
P(Z) = E[p(X)|Z] est caractérisée par

Eflp(X) = ¢(2)] %(2)] = 0

pour toute fonction réelle mesurable 1(.) définie sur R?

FroHac>
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&
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Espérance conditionnelle

Soit p(z) = E[p(X)|Z = z|. La variable aléatoire réelle
P(Z) = E[p(X)|Z] est caractérisée par

Eflp(X) = ¢(2)] %(2)] = 0

pour toute fonction réelle mesurable 1(.) définie sur R?

Ecriture équivalente

E[E[p(X)|Z] ¢(Z)] = E[p(X)$(Z)]

FroHac>
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Espérance conditionnelle

(i) E[E[p(X)|Z] = E[p(X)]
(i) Si X = f£(2) alors E[p(X)|Z] = ¢ (X)
(iii) Si Z L Xalors E[p(X)|Z] = E[p (X))
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Espérance conditionnelle

(i) E[E[p(X)|Z] = E[p(X)]
(i) Si X = f£(2) alors E[p(X)|Z] = ¢ (X)
(iii) Si Z L Xalors E[p(X)|Z] = E[p (X))

(il)= X dépend de Z = I'observation de Z permet de connaitre ¢ (X)

exactement

(iii)= X et Z sont indépendants = |'observation de Z n’apprend rien sur
¢ (X)

FroHac>
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Estimateur du minimum de variance

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n) et Z (dim. p). Un
estimateur de X a partir de |'observation de Z est une
application mesurable

z€RP — ¢ (2) e R"
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Estimateur du minimum de variance

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n) et Z (dim. p). Un
estimateur de X a partir de |'observation de Z est une
application mesurable

z€RP — ¢ (2) e R"

1 (Z) constitue un vecteur aléatoire




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 38 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systemes linéaires

gaussiens

Estimateur du minimum de variance

Soient deux vecteurs aléatoires X (dim. n) et Z (dim. p). Un
estimateur de X a partir de |'observation de Z est une
application mesurable

z€RP — ¢ (2) e R"
¥ (Z) constitue un vecteur aléatoire

Pour une réalisation particuliere Z = z de I'observation de Z,
Z =1 (z) correspond a une estimation de X
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Estimateur du minimum de variance

Un mesure de I'écart entre |'estimateur de X et sa vraie valeur
est fournie par la variance de |'erreur d'estimation i.e. I’erreur
quadratique moyenne

E[lX - ¢ (2)|7]
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gaussiens

Estimateur du minimum de variance

Un mesure de I'écart entre |'estimateur de X et sa vraie valeur
est fournie par la variance de |'erreur d'estimation i.e. I’erreur
quadratique moyenne

E[IX - v(2)]7
L'estimateur du minimum de variance de X sachant Z est un

estimateur X (.) tel que
E(IX - X2)I2] <E[IX - v(2)|

pour tout autre estimateur 1) (.)
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Estimateur du minimum de variance

Soient X et Z deux vecteurs aléatoires de dimensions n et p
respectivement. L'estimateur du minimum de variance de X
sachant Z est I'espérance conditionnelle, i.e.

X() =EXIZ=4 = | opxizala)da

FroHac>
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Estimateur du minimum de variance : preuve

Soit ¢ (.) un estimateur quelconque.
E[lX -4 =
E[IX - X(2))

+ E[1X(2) - v (2)
+ 2e[(x-2@) (22 - v @)

0 d'apres (P1)

Expression minimum pour ¢ (z) = X (z)
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Biais de I'estimateur du minimum de variance

Soit 9 (.) un estimateur de X sachant Z. Le biais de 1) est
défini par

A
b(z) = E[X — 4 (2)|Z =]

Pour ¢ (z) = X (2), b(2) = 0 quel que soit z d'ou
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Biais de I'estimateur du minimum de variance

Soit 9 (.) un estimateur de X sachant Z. Le biais de 1) est
défini par

A
b(z) = E[X — ¢ (2)|Z = 2]

Pour ¢ (z) = X (2), b(2) = 0 quel que soit z d'ou

L’espérance conditionnelle X de X sachant Z est un
estimateur sans biais

FroHac>
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Fonction caractéristique

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
(©,7,P). La fonction caractéristique de X est la
transformée de Fourier de la densité px

Oy (u) =E [eiuTX] = /nei“T:”pX(x) dz

pour tout u € R"

FroHac>
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7| Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
Probabie (©,7,P). La fonction caractéristique de X est la
conditionnelle

transformée de Fourier de la densité px

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Oy (u) =E [eiuTX] = /nei“T:”pX(w) dz

Processus aléatoires

pour tout u € R"

Systémes linéaires

gaussiens La donnée de «®x » équivaut a celle de «px »

éA’REG
. & oac
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Fonction caractéristique

Fonction caractéristique d'une variable aléatoire réelle
gaussienne X, de moyenne 1, de variance o2

1
Dy (u) = exp (iuu - 502u2)

FroHac>
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Fonction caractéristique

Si X = (X1, Xo,...,X,) est un vecteur aléatoire dont les
composantes sont mutuellement indépendantes alors

Ox (u) = Ox, (u1) Px, (u2) ... Px,, (un)

pour tout u = (uy,ug, ..., Uy,)

FroHac>
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Fonction caractéristique

Le vecteur aléatoire Z = AX + bou A € RP*" et b € RP, de
dimension p a pour fonction caractéristique

Dy (u) = e PPy (AT w)

pour tout u € RP

FroHac>
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MBS
a

Vecteurs aléatoires gaussiens

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n défini sur
(©,7,P). X est un vecteur aléatoire gaussien (VAG) si toute
combinaison linéaire de ses composantes est une variable
aléatoire gaussienne réelle i.e. pour tout u € R, la variable
aléatoire réelle u” X est gaussienne

FroHac>
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Fonction caractéristique d'un VAG

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, de
moyenne (i, et de matrice de covariance Qx (VAG(n, 1, Qx)).
Sa fonction caractéristique est donnée par

1
Ox (u) = exp (iuTu — §UTQXu>

pour tout u € R”

FroHac>
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Fonction caractéristique d'un VAG

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, de
moyenne (i, et de matrice de covariance Qx (VAG(n, 1, Qx)).
Sa fonction caractéristique est donnée par

1
Ox (u) = exp (iuTu — §UTQXu>

pour tout u € R”

Remarque
Les composantes d'un VAG sont gaussiennes; en revanche, un vecteur aléatoire dont toutes les composantes

sont gaussiennes n'est pas nécessairement gaussien
FrOa™
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Densité de la loi d'un VAG

Soit X un vecteur aléatoire VAG(n, i, Qx). Si Qx est
inversible (non-dégénérée), alors la loi de X possede une
densité px

= ! ex —lx— To  (x —
Pxe) = 7 (3~ wTeR e )

Remarque

Un VAG est complétement défini en se donnant sa moyenne i, et sa matrice de covariance Q x

FroHac>
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Transformation affine d'un VAG

Soit X un vecteur aléatoire VAG(n, i, Qx). Le vecteur
aléatoire Z = AX + bou A € RP*™ et b € RP, de dimension
P, est gaussien

m de moyenne : uy = Apu + b
m de matrice de covariance : Q; = AQx AT

FroHac>
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Indépendance des composantes d'un VAG

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p).
Alors

X1Z «= Qxz = E |(X - ux) (Z - pz)"| = 0

ol pux =E[X] et pz =E[Z]

FroHac>
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Indépendance des composantes d'un VAG

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p).
Alors

X1Z < Qxz = E [(X—,ux)(Z—,uZ)T] =0
ol pux = E[X] et pz = E[Z]

i.e. deux composantes d'un VAG sont indépendantes si, et
seulement si, elles sont non-corrélées (orthogonales)

FroHac>
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Projection orthogonale des composantes d'un
VAG

L'espace des variables aléatoires réelles de carré intégrable est muni du
produit scalaire (§,v) = E[{ V]

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p). Alors la
projection orthogonale X+ du vecteur aléatoire X sur |'espace vectoriel H
engendré par les constantes et les composantes du vecteur aléatoire Z est
égale a |'espérance conditionnelle de X sachant Z

Xt =X =E[X|Z] = a+ AZ

oll « € R"et A € R"*P

FroHac>



r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 53 de 67

Plan
Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Projection orthogonale des composantes d'un
VAG

Dans le cas général (non gaussien),

E[IX - X7 > E[|x - X

FroHac>
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Densité conditionnelle des composantes d'un
VAG

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p),
de moyenne et de matrice de covariance respectivement

données par
X
Z )

Si Qz est inversible alors la densité conditionnelle px|;_. ()
du vecteur aléatoire X sachant Z est une densité gaussienne

Qx QXZ)
Qzx Qz

ma e SR G
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Densité conditionnelle des composantes d'un
VAG

Soit (X, Z) un vecteur aléatoire gaussien de dimension (n + p),
de moyenne et de matrice de covariance respectivement

données par
X
Z )

Si Qz est inversible alors la densité conditionnelle px|;_. ()
du vecteur aléatoire X sachant Z est une densité gaussienne

m de moyenne : X (2) = X + Qx2Q;'(z — 2)

Qx QXZ)
Qzx Qz

ma e SR G
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m de matrice de covariance : R = Qx — QXZQEIQZX
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VAG : remarques

1. L'utilisation de I'information supplémentaire Z = z réduit
I'incertitude sur X («0 < R < Qx »)
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Densité conditionnelle des composantes d'un
VAG : remarques

1. L'utilisation de l'information supplémentaire Z = z réduit
I'incertitude sur X («0 < R < Qx »)

2. R ne dépend pas de z et peut donc étre calculée avant
méme de disposer de |'observation Z
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Densité conditionnelle des composantes d'un
VAG : remarques

1. L'utilisation de l'information supplémentaire Z = z réduit
I'incertitude sur X («0 < R < Qx »)

2. R ne dépend pas de z et peut donc étre calculée avant
méme de disposer de |'observation Z

3. L'estimateur du minimum de variance X (.) dépend de
facon affine des observations Z

X(Z2) = X + Qx2Q;'(Z - 2)
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Processus aléatoires

Un processus aléatoire en temps continu est une famille
{X(t), t € R} de vecteurs aléatoires, notée {X (t)}, définis sur
un espace de probabilités (2,7, P) a valeurs dans R"

FroHac>
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Processus aléatoires

Un processus aléatoire en temps discret est une famille
{Xk, k € N} de vecteurs aléatoires, notée { X}, définis sur un
espace de probabilités (2, 7,P) a valeurs dans R™

FroHac>
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Processus aléatoires

Un processus aléatoire en temps discret est une famille
{Xk, k € N} de vecteurs aléatoires, notée { X}, définis sur un
espace de probabilités (2, 7,P) a valeurs dans R™

Il se prétent bien a la modélisation de données de mesure telles que nous les rencontrons en pratique

FroHac>



ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 59 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Processus aléatoires gaussien

Un processus aléatoire { X} } est dit gaussien si, pour tout
p € N, le vecteur (Xo, X1,..., X)) est gaussien de dimension
(p+1)xn
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Processus aléatoires indépendants

Deux processus aléatoires { X} et {X';} sont dits
indépendants si, pour tout p,p’ € N, les vecteurs aléatoires

(Xo, X1, ..., X,) et (X(’),X{,...,X;,>

sont indépendants

FroHac>
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Bruit blanc

Un bruit blanc est un processus aléatoire {X}} tel que
m E[X;] = 0 pour tout k € N

FroHac>
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Bruit blanc

Un bruit blanc est un processus aléatoire {X}} tel que
m E[X};] = 0 pour tout k € N
m E [ X, X]] = 0si k£l

FroHac>
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Un bruit blanc est un processus aléatoire {X}} tel que
m E[X};] = 0 pour tout k € N
m E [XleT] = 0 si k#l
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Bruit blanc

Un bruit blanc est un processus aléatoire {X}} tel que
m E[X};] = 0 pour tout k € N
m E [XleT] = 0 si k#l

Si, de plus, le bruit blanc est gaussien, alors les composantes
des vecteurs aléatoires du processus sont non corrélées deux a
deux

FroHac>
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L'équation d'état d'un systeme linéaire gaussien est de la forme

X = Fp Xpm1 + fro + Wy

ou, pour tout k € N, X3, € R”, F, € R"*", fr € R” et,

o oaQcy
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Systemes linéaires gaussiens

L'équation d'état d'un systeme linéaire gaussien est de la forme

Xp = Fp Xp—1 + fo + Wi

ou, pour tout k € N, X3, € R”, F, € R"*", fr € R” et,

m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance

Q¥
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Systemes linéaires gaussiens

L'équation d'état d'un systeme linéaire gaussien est de la forme

X = Fp Xpm1 + fro + Wy

ou, pour tout k € N, X3, € R”, F, € R"*", fr € R” et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qr
m la condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance QF
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Systemes linéaires gaussiens

L'équation d'état d'un systeme linéaire gaussien est de la forme

X = Fp Xpm1 + fro + Wy

ou, pour tout k € N, X3, € R”, F, € R"*", fr € R” et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m la condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance QF

m le bruit {W3} et la condition initiale Xo sont mutuellement
indépendants
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Systemes linéaires gaussiens

L'équation d'état d'un systeme linéaire gaussien est de la forme

X = Fp Xpm1 + fro + Wy

ou, pour tout k € N, X3, € R”, F, € R"*", fr € R” et,
m le bruit {W3} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m la condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance QF°
m le bruit {W3} et la condition initiale Xo sont mutuellement
indépendants

Le vecteur aléatoire X}, caractérise I'état du systeme a l'instant k
= aac
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Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG)

La sortie { X} de I'équation d'état d'un SLG est un processus
gaussien a valeurs dans R™. En particulier, chaque X}, est
gaussien

FroHac>
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Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG)

La sortie { X} de I'équation d'état d'un SLG est un processus
gaussien a valeurs dans R™. En particulier, chaque X}, est
gaussien

m de moyenne : X;, = Fy Xp—1 + fx

FroHac>
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Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG)

La sortie { X} de I'équation d'état d'un SLG est un processus
gaussien a valeurs dans R™. En particulier, chaque X}, est
gaussien

m de moyenne : X;, = Fy Xp—1 + fx
m de matrice de covariance : Qf = I} Qf_l F,? + QEV
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Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG)

La sortie { X} de I'équation d'état d'un SLG est un processus
gaussien a valeurs dans R™. En particulier, chaque X}, est
gaussien

m de moyenne : X;, = Fy Xp—1 + fx
m de matrice de covariance : Qi( = I} Qf_l F,? + QEV

Le bruit W}, représente une perturbation aléatoire de I'évolution

dynamique de I'état X

FroHac>



e

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 64 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
gaussiens

Systemes linéaires gaussiens

Dans le cas ol I'état du systeme n’est pas directement
observable, le systeme précédent doit étre complété par une
équation d'observation de la forme

Z = Hpy X, + hy + Vg

qui est la somme
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Systemes linéaires gaussiens

Dans le cas ol I'état du systeme n’est pas directement
observable, le systeme précédent doit étre complété par une
équation d'observation de la forme

Z = Hpy X, + hy + Vg

qui est la somme
m d'un signal lié a I'état X : Hp X + hy
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Systemes linéaires gaussiens

X Fr Xe 1 + fro + Wy
Zy = HpXyp + hy + Vi

ol, pour tout k € N, Z, € R?, H, € RP*", hy, € R? et,
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Systemes linéaires gaussiens

Xg Fr X1 + fr + Wi
Zy = HpXyp + hy + Vi
ol, pour tout k € N, Z, € R?, H, € RP*", hy, € R? et,

m le bruit {Wj} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance

QK




r

ECOLE NATIONALE
DES SCIENCES
GEOGRAPHIQUES

Probabilités Ecole d'été du GRGS 65 de 67

Plan

Espace de
probabilités

Variables aléatoires

Probabilité
conditionnelle

Fonction
caractéristique

Vecteurs gaussiens

Processus aléatoires

Systémes linéaires
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Systemes linéaires gaussiens

X Fr Xe 1 + fro + Wy
Zy = HpXp+ hp + Vg

ol, pour tout k € N, Z, € R?, H, € RP*", hy, € R? et,
m le bruit {Wj} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance Qf
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AREG

Systemes linéaires gaussiens

X Fr Xe 1 + fro + Wy
Zr = HpXp + hpy + Vi

ol, pour tout k € N, Z, € R?, H, € RP*", hy, € R? et,
m le bruit {Wj} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qi
m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice
de covariance Q¥

m le bruit {V,} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q)
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Plan

Systemes linéaires gaussiens

Espace de

B _

Variables aléatoires

Probabilité { Xk;

Fpy Xp 1+ fo + Wi

conditionnelle

Zy = HpXgp + hg + Vi
Fonction N x
caractéristique ou, pour tout k € N, Zk E Rp, ng € RP 'n' hk € RP et,
Vecteurs gaussiens mle vl‘)/ruit {W} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance
Qr

Processus aléatoires

m La condition initiale X est gaussienne, de moyenne Xy, de matrice

R X
Systemes linéaires de covariance QO

gaussens m le bruit {V,} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q)
‘ﬂ},“ m Les bruits {Wy}, {Vi} et la condition initiale X, sont mutuellement
)

indépendants
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Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG) avec
équation d’'observation

Le pocessus {(X, Zx)} de sortie du SLG est un processus
gaussien a valeurs dans R™*P. En particulier, chaque (X, Z)
est un vecteur gaussien de moyenne et de matrice de
covariance respectivement données par

({@) (Qi‘ Q%Z)
7, ’

QF* Qf

FroHac>
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Plan . y N . . .
Sortie d'un systeme linéaire gaussien (SLG) avec
Espace de équation d’'observation
probabilités
Probabilité avec
conditionnelle ' _ _
Xe = FpXp-1 + fi
Fonction
caractéristique
' Qv = FQi B+ QY
Vecteurs gaussiens _ _
Zy = HpXp—1 + hy
Processus aléatoires
Systémes linéaires Qg = Hk Qi{_l H;{ + Ql‘“/
gaussiens
R7 o= Qi Hp
éAREG
- FroHac>
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