Institut de Physique du Globe de Strasbourg

LR
T |

Groupe de
Recherchesde
Geodeésie
Spatiale

Ecole et Observatoire
des Sciences de la Terre

4eme Ecole d’été du GRGS

Déformations élastiques et viscoélastiques de la Terre

Exercices

Forcalquier
ler et 2 septembre 2008 Yves ROGISTER



Contents

1

Descriptions lagrangienne et eulérienne du mouvement 3
1.1 Variables lagrangiennes et variables eulériennes . . . . . . .. ... .. oo 3
1.2 Variation lagrangienne et variation eulérienne . . . . . . . .. ... L Lo 3
1.3 Force dérivant d’'un potentiel . . . . . . . . ... 3
Oscillations sphéroidales d’une sphére solide 4
2.1 Systeme sphéroidal . . . . . . . .. 4
2.2 Solution . . . . .. e e e e 4

2.2.1 Oscillations libres . . . . . . . . . . . e e 5

2.2.2 Oscillations forcées . . . . . . . . oL 6
Modes radiaux 7
3.1 Systeme radial . . . ... 7
3.2 Condition a la surface . . . . . . . . L 7
3.3 Modele homogene . . . . . . . .. e e 7
3.4 Valeurs numériques . . . . . . ... e e 7
3.5 Résolution numérique . . . . . . . 7
3.6 Solution analytique . . . . . . . .. e e 9
Modes toroidaux 10
4.1 Solution analytique . . . . . . . . . e 10
Modes sphéroidaux d’une sphére liquide 10
Déformations statiques de modeles terrestres liquides 11
6.1 Déformations statiques d’une sphere liquide homogene . . . . . . .. ... ... ... .. ... 11
6.2 Déformations statiques d’une sphere liquide et équation de Clairaut . . . . . .. ... .. .. 11
Variation du tenseur d’inertie 12
Surcharge glaciaire et déformations viscoélastiques 13
8.1 Rappel: Déformation élastique statique . . . . . . . .. .. ..o 13

8.1.1 Déformation d’un modele solide homogeéne incompressible . . . . . .. . ... ... .. 13

8.1.2 Nombres de Love élastiques . . . . . . . . . . . L L 13
8.2 Surcharge glaciaire . . . . . . . . . L 14
8.3 Viscoélasticité — Rhéologie de Maxwell . . . . . . . . .. .. ... o 15
8.4 Nombres de Love viscoélastiques . . . . . . . . . . . L 16
8.5 Temps de relaxation . . . . . . . . .. L 16
Formulaire 17
9.1 Harmoniques sphériques . . . . . . . . . . . L 17
9.2 Transformées de Fourier . . . . . . . . . . . 17
9.3 Systemes sphéroidal et toroidal . . . . . . . . ..o 17



1 Descriptions lagrangienne et eulérienne du mouvement

1.1 Variables lagrangiennes et variables eulériennes

Soit la loi du mouvement x(r, t) = r + s(r, t), ou

X1 = T
To = T2
xs = 13+ u(ry, reo)sinwt.

Décrire le champ des déplacements dans les deux cas suivants:

1. u(ry, m2) = a\/7% + 13

2. u(ry, o) = a'(r? +1r3)

1.2 Variation lagrangienne et variation eulérienne

En plus de la loi de mouvement x(r, t) = r + s(r, t), on se donne la fonction F(x, t) = 22 + bx sin wt.
1. Ecrire F(x, 0), AF(x, t) et Af(r, t).
2. Ecrire f(r, t), f(r, 0) et f(r, t).

3. Linéarisation. On suppose que u et b sont des quantités petites. Linéariser f(r, t), Af(r, t) et § f(r, t)
et vérifier que §f ~ Af +s- V. f(r, 0).

4. Ecrire, sans linéariser, les composantes du vecteur V(x, t) = V4 F, ainsi que celles de V(x, 0) et
AV(x, t).

5. Ecrire et linéariser v(r, t), v(r, 0) et dv(r, t).
6. Vérifier que dv ~ V,.6f — V,s-V,f(r, 0).
7. Vérifier que év ~ Av +s- V,v(r, 0).

1.3 Force dérivant d’un potentiel

En plus de la loi de mouvement x(r, t) = r + s(r, t), on se donne le potentiel
1
F(x, t)= §|Q x x|?.

En supposant que 2 = (0, 0, ), répondre aux mémes questions que dans la partie 2.



2 Oescillations sphéroidales d’une sphere solide

Résoudre le systeme des équations des petites oscillations sphéroidales d’'un modele de Terre sphérique,
solide, homogene et incompressible. Considérer d’abord le cas des oscillations libres, puis celui des vibrations
générées par un champ de force volumique irrotationnel de fréquence w.

2.1 Systeme sphéroidal
Le systeme sphéroidal est donné par les 6 équations (2)-(7) de la Section 9.3.

2.2 Solution

Dans le cas particulier d’un modele de référence homogene, on a
47
p = const = go = ?Gpr.

L’homogénéité signifie aussi que p = const. Par ailleurs, 'incompressibilité matérielle se traduit mathé-
matiquement par A — oo. Elle implique que le mouvement est isochore, ou indivergentiel: X = 0.
L’indétermination du produit AX est alors levée en posant AX = II, ou II est une fonction finie de r.

Par conséquent, 1’équation de Poisson pour la perturbation du potentiel se réduit a I’équation de
Laplace. De plus, 'annulation de la divergence du déplacement fournit V' en fonction de U et de sa dérivée.
En effectuant ensuite I'opération (10) - 7L (11) entre les équations (10) et (11), on élimine les inconnues ¢,
et I, aboutissant ainsi & une équation différentielle linéaire et homogene du quatrieme ordre dont I'inconnue

est U:
1 d*U dU
2 U — 28 4T o
v [U 0(0+41) (r az T T U)}
ul 1 LU . BPU U\ AU AdU 0+ 1) +2
. kTS DSl I fo e S et f P 1
p {[(8—%— 1) (T drt 8 dr3 i dr? dr? = rdr r? up=0 (1)

Nous cherchons une solution de cette équation sous la forme

oo
U=r® E a;r".
i=0

Les coefficients a; et I’exposant s sont déterminés en introduisant cette solution dans I’équation (1). Puisque
I’équation obtenue est valable pour tout r, s est solution de I’équation indicielle

s(s—=1)(s —2)(s—=3)+8s(s—1)(s—2)+12s(s— 1) —£(l+1)[2s(s — 1) + 45+ 2] =0

pourvu que ag # 0. Donc, s = —¢ —2,—£, £ — 1, + 1. De plus, les a; (avec i pair et i > 2) sont déterminés
par la relation de récurrence

(i+s=2)(i+s+1)+2—-L((+1)
(i+s—1(+s)i+s+1)(i+s+2) =200+ 1D)[(i+s)(i+s+1)+1]+£2(0+1)2

a; = —Q;—2K

avec k = pw?/u. Apres avoir simplifié cette relation pour les 4 valeurs possibles de s, U s’exprime comme la
somme de 4 solutions linéairement indépendantes

9] 9] [e%S) [e%S)
U — T€+1 E 0621'7”21 T Té—l E 62”31 T T—Z E 72717427’ 4 r—€—2 E 52117“27'7
i=0 i=0 i=0 i=0

ol
QA2i—2K
Q2 = — 7= -
(20 +2)(2i +2¢+3)
-
2T 2i(2i 204 1)
Y2i—2K
V2i = — 75 -
(20 +2)(2i —2¢0+1)
5os — __ Dok
X RiRi—20—1)



En combinant judicieusement certains termes des premiere et deuxieme solutions d’un coté et certains termes
des troisieme et quatrieme solutions de l'autre, on trouve finalement pour U

U= Art! +B~M L Oort2 gy DM
r r ’

A, B, C et D étant des constantes. La fonction notée jo(z) est la fonction de Bessel sphérique d’ordre ¢
donnée par

. _ l = (_1)1 21
jel) v ; 27 i (2i+ 20+ I

g( 1 d)esinx
[ ——— )
x dx x

Elle est solution de I’équation différentielle

e 2dje 3 L(L+1)
dz?  xdx 2

La méme méthode de résolution appliquée a ’équation de Laplace pour ¢; fournit rapidement

]7'420-

¢1=Er' + Frt71,

ou E et F sont d’autres constantes d’intégration.
Si la couche solide contient l'origine, il faut que C = D = F = 0 pour que les solutions y soient
régulieres.

2.2.1 Oscillations libres

Aucune force extérieure n’étant appliquée au corps sphérique homogene de rayon a, les conditions & la surface
r = a s’écrivent

R(a) =(a) + QMZ_Z(Q) =0

S(a) = dV(a)_@+@

—Hlar a a

v@) + 21 (0) = 0.

=0

Comme nous 'avons vu, la variable V' est déterminée en fonction de U par la relation X = 0, ou X est la
composante de degré £ de la divergence du déplacement donnée par I'équation (15). Quant & la fonction
II(r), elle peut étre déduite de I’équation (11). L’ensemble des trois conditions aux limites forment alors un
systeme algébrique linéaire et homogene dont les inconnues sont A, B et E. Il ne possede une solution que
si son déterminant est nul, ce qui donne une équation (transcendante dans ce cas-ci) dont les solutions sont
les fréquences propres du modele terrestre:

(20+ 1) + Lgopa/[(26 + D] — k2a2/[2(¢ — 1)
L+ 1)+ Lgopa/[(20 4+ 1)u) — k2a?/[2(€ — 1)]
Les constantes A, B et E et les fonctions propres correspondant a une fréquence propre donnée sont alors

calculées en substituant une condition arbitraire, par exemple U(a) = 1, & une des conditions & la surface
extérieure.

2 4 (ka) — Ljy(ka)

=0

Ka je(ka)

EXEMPLE: p = 5515 kg/m?, u = 1,482 10! Pa, a = 6371 km.
Quelques périodes propres (en s):

0S2 = 2603,0 0S5 =1767,5 ¢S4 =1392,7 ¢S5 = 1164,4
1S1=1995,3 1S, =1407,4 1S3 =1079,2 1S4 = 880,8 1S5 = 750,7
»S1 = 1037,5 2S5 = 869, 8 »S3 = 749,6 »S4 = 658,2 »S5 = 586, 3
5S1 = 720,8 385 = 635, 0 3S3 = 568, 7 5S4 = 515,6 3S5 = 471, 7
4S1 = 554,7 4S5 = 501, 9 4S3 = 459, 2 4S4 = 423,7 4S5 = 393,6
591 = 451,5 595 = 415, 6 5S3 = 385,5 5S4 = 360,0 5S5 = 337,6



2.2.2 Oscillations forcées

Si la force extérieure de fréquence w dérive du potentiel ¢y, les équations de mouvement sont inchangées
pourvu que l'on inclue le potentiel perturbateur ¢eyxt dans la variable ¢;. Par contre, la troisieme des
conditions de continuité a la surface extérieure devient:

41 20+1
= 61(0) = T G la).

¥(a) +

a

Les trois conditions aux limites constituent par conséquent un systeme algébrique non homogene dont les
solutions sont A, B et E.



3 Modes radiaux

3.1 Systeme radial

Une déformation radiale est une déformation sphéroidale pour laquelle le degré harmonique ¢ = 0. Puisqu’il
n’y a pas de variation de gravité associée a une déformation radiale d’'un modele de Terre sphérique et que
V =0et S =0, le systeme radial est un systeme différentiel du deuxieme ordre:

d (U _ —2 3 U
5<R)_<—pw2—$(pg—%) —%€><R)’

ou

B A+ 2u
A
T B
1
£ =3

v o= E(BA+2p).

Evidemment, puisque nous étudions les oscillations libres, aucune force de volume n’est appliquée.

3.2 Condition a la surface
Pour un mode normal, aucune contrainte n’est appliquée en surface:

R(a) = 0.

3.3 Modele homogene

On montre facilement que la gravité a I'intérieur d’'un modeéle homogene est une fonction linéaire du rayon:

4
g= ngr.

3.4 Valeurs numériques

a = 6371000 m
p = 5515kg/m3
A = 3,510 Pa
m 1,410 Pa

3.5 Résolution numérique

Il s’agit de trouver les fréquences propres du systéme radial. On procede comme suit:
1. On choisit une fréquence d’essai w;.
2. En utilisant une méthode de différences finies, on integre le systeme radial:

(a) A proximité du centre (pratiquement: quelques km), on démarre l'intégration avec, par exemple,
le vecteur (U, Rp) = (0, 1079).

(b) A laide d’un bon algorithme, on propage ce vecteur jusqu’a la surface r = a.

(¢) Si R(a, w1) =0, la fréquence w; est une fréquence propre. Sinon, on continue de la sorte:

3. On choisit une autre fréquence d’essai wy et on recommence 'intégration. Si R(a, w2) = 0, la fréquence
wy est une fréquence propre.

4. Sinon, on recherche les zéros de la fonction R(a, w) au moyen d’un algorithme de calcul des zéros d’une
fonction, par exemple par dichotomie.



5. Programme MatLab de calcul des modes radiaux.

System

e radial

function Dy = DRadial(r, y);

global bigG rho lambda mu beta zeta ksi gamma omega bigG
g =4 % pi * bigG * rho * r / 3;
A1l = -2 % zeta /r;
A12 = 1 / beta;
A21 = -rho * omega * omega - 4 / r * (rho * g - gamma / r);
A22 = - 4 % ksi / r;
A = [A11 A12
A21 A22];
Dy = A * y;

Programme principal

clear all
format long
Définition des variables et constantes

global rho lambda mu beta zeta ksi gamma omega bigG
eps = 1le-10;

bigG = 6.67e-11;

rmin = 10000.0;

radius = 6371000.0;

rspan = [rmin radius];

rho = 5515.0;

mu = 1.4ell;

lambda = 3.5el1;
beta = lambda + 2 * mu;
zeta = lambda / beta;
ksi = mu / beta;
gamma = ksi * (3 * lambda + 2 * mu);
options = odeset(’RelTol’, 1e-8, ’AbsTol’, 1e-8);
periodl = input (’Période inférieure : ’);
period2 = input (’Période supérieure : ’);
omegal = 2 * pi / periodl;
omega2 = 2 * pi / period2;
omega = omegal;
Intégration de v = 10 km a la surface du vecteur yo = (0, 107°) pour la fréquence wy. L’intégrateur
prédéfini est ode4d5.
yo = [ 0; le-5 |;
[ r, y ] = ode45(@DRadial, rspan, y0, options);
nmax = length(r);
f1 = y(amax, 2)
Intégration de r = 10 km a la surface du vecteur yo = (0, 107°) pour la fréquence wo.
omega = omegaZ2;
[ r, y ] = ode45(@DRadial, rspan, yO, options);
nmax = length(r);
£2 = y(omax, 2)
Test sur les signes de Ri(a) et Ro(a) (f1 et f2): s’ils ont le méme signe, il y a 0 ou un nombre pair de
fréquences propres entre wy et wa et on recommence avec deux autres valeurs de wy et we; sinon, il y
en a un nombre impair et on en cherche une par dichotomie.
while f1 * £2 > O
periodl = input (’Période inférieure : ’);
period2 = input (’Période supérieure : ’);
omegal = 2 * pi / periodl;
omega2 = 2 * pi / period2;



omega = omegal;

[ r, y ] = ode45(@DRadial, rspan, yO, options);
nmax = length(r);

f1 = y(oamax, 2)

omega = omega2;

[ r, y ] = ode45(@DRadial, rspan, y0, options);
nmax = length(r);

f2 = y(omax, 2)

end
if f1 ==
period = 2 * pi / omegal;
elseif f2 ==
period = 2 * pi / omega2;
else
n = 0;
while abs(omegal - omega2) > eps
n=mn-+1;
omega3 = (omegal + omega2) / 2;
omega = omega3;
[ r, y ] = ode45(@DRadial, rspan, yO, options);
nmax = length(r);
£3 = y(amax, 2);
if £3 ==
niterations = n
period = 2 * pi / omega3;
return
end
if f1 * £3 < 0
omega2 = omega3;
else
omegal = omega3;
f1 = £3;
end
end;
niterations = n
period = 2 * pi / omegal
end
figure(1)

plot(r, y(:, 1))

3.6 Solution analytique

Dans le cas d’un modele homogene, le systeme radial peut étre résolu analytiquement. Si on pose
2 P o 167
= ———w'+—Gp],
X+ 24 < 3 7 )
on trouve
U = Aj (kr),
ol A est une constante d’intégration et ji(x) est la fonction de Bessel sphérique d’ordre 1. La relation de

dispersion fournissant les fréquences propres s’écrit

Ra

tg (Ha) = 1 )\12;1 HQCLQ.
s



4 Modes toroidaux

Soit un modele de Terre homogene. Résoudre analytiquement et numériquement le systéeme toroidal ho-
mogene (8) — (9), la condition en surface étant T'(a) = 0. On prendra p = 5515 kg/m3, u = 1,482 10'! Pa
et a = 6371 km. Pour chacune des valeurs de ¢ comprises dans Uintervalle [1, 5], calculer les 5 fréquences
propres les plus petites et dessiner les fonctions propres W et T' correspondantes.

4.1 Solution analytique

Si on pose k? = pw?/u, on trouve

W= A]Z ("ﬂn)v
out A est une constante d’intégration et jy(x) est la fonction de Bessel sphérique d’ordre ¢. Sachant que
die . (+1
- = Ji-1— Jes
dx x

la relation de dispersion fournissant les fréquences propres s’écrit

n+2
Ka

Je—1(ka) = Je(ka).

5 Modes sphéroidaux d’une sphere liquide

Résoudre le systeme des équations des petites oscillations sphéroidales d’'un modele de Terre sphérique,
liquide, homogene et incompressible. Considérer d’abord le cas des oscillations libres, puis celui des vibrations
générées par un champ de force volumique irrotationnel de fréquence w. En particulier, montrer que le spectre
de vibration ne contient, pour un ¢ donné, qu'une seule fréquence donnée par
200 —1) g(a
o 2= 1)g(@)

204+1 a

10



6 Déformations statiques de modeles terrestres liquides

6.1 Déformations statiques d’une sphere liquide homogene

Résoudre le systeme des équations des déformations statiques sphéroidales d’une couche liquide a symétrie
sphérique homogene. Considérer d’abord un milieu compressible, puis un milieu incompressible.

6.2 Déformations statiques d’une sphere liquide et équation de Clairaut

Considérer le systeme des équations des petites déformations statiques d’une sphere liquide inhomogene
incompressible.

1. Montrer que R =0 et que ¢1 = —gU.

2. En déduire une équation différentielle du second ordre régissant U. On introduira la densité moyenne
p donnée par

_ 3 ("
o) = 5 [ otyr2ar
™ Jo

et on se souviendra que

_ AnG [T

g(r) = plr' ).

2 Jo

3. Considérer une déformation de degré 2. La forme statique que prend la sphere liquide est alors, en
premiere approximation, celle d’'un ellipsoide aplati aux podles. L’aplatissement est défini par o =
(b—c¢)/b ou b et ¢ sont le demi-grand axe et le demi-petit axe de ellipsoide. « est généralement une
fonction de r. On a en fait:

b=r+U(r)Py(cos g)
et
c=r+U(r)Py(cos0),

ot Py(z) = (322 — 1)/2 est le polynéme de Legendre de degré 2. Etablir 'équation différentielle de
Clairaut a laquelle obéit a:

d’a 6pda 6 (p
dr2+rﬁdr+r2(ﬁ )oz

4. Le potentiel perturbateur étant le potentiel gexy = —%|Q x r|? provenant de la rotation uniforme & la
vitesse  autour de l'axe Oz, écrire la condition a la surface libre associée a ’équation de Clairaut.
On partira de la condition suivante a la surface libre r = a:

+1 20+1

U@ + == 61(a) = = excs @)

a

11



7 Variation du tenseur d’inertie

On considere un modele de Terre a symétrie sphérique et un potentiel perturbateur ¢ext de degré 2 et d’ordre
Ooul.

1. Montrer que les variations des composantes du tenseur d’inertie sont telles que 111 = Iao et I11 + Io0 +
I33 = 0.

2. Montrer que
5 kQCLS c 1
Is1 =4/ Tor G ext2 (@)

5 kQCLS s 1
I3 = Tor ext2 (@)

et

2 kya®
Ips = =22

3 T%xtg(a%

ou ko est le nombre de Love de degré 2, a est le rayon du modele sphérique et G est la constante
universelle de la gravitation.

12



8 Surcharge glaciaire et déformations viscoélastiques

Dans cet exercice, le degré harmonique est désigné par n.

8.1 Rappel: Déformation élastique statique
8.1.1 Déformation d’un modele solide homogéne incompressible

La déformation élastique, statique et sphéroidale de degré harmonique n d’un modeéle de Terre solide ho-
mogene incompressible est caractérisée par les scalaires U, R, V', S, ¢1, -

U= Oyt + Cyrm ™!
2

—n—3 4
R=2u {n D0 (n — 1)027"”2] + ?WG;p2 (C1r™*2 4 Cor™) + pCar™
o nﬁ+3 n+1 l n—1
= n(n+1)017” +n027‘
S=ou (P20 Py
— o8 n+1 ! n 2
¢1 = C3T'n

¥ =nCsr™ ! + 47Gp (C’ﬂ“”+1 + Cgr”_l) ,

ou C1, Cy et C3 sont des constantes d’intégration.

8.1.2 Nombres de Love élastiques

1. Montrer que, lorsque ce modele de Terre est déformé par un potentiel volumique statique ¢ext dont la
composante harmonique de degré n est @ext,, les nombres de Love de volume h¢, k¢ et £¢ définis par

Ula) = —h Lozt Via) = —5 Zexn 61(a) = (1 + K2 estn
go g0
valent
he — 2n+1 n
" 2(n—1) (2n2—|—4n+3)pg’;a +n
e — 3 n
" 2(n—1) (2n2—|—4n—|—3)pg’ga +n
g3 1

"o2ln—1)(2n2 +4n+3)-L +n’

Pgoa

2. Montrer que, lorsque ce modele Terre est déformé par une pression p qui est appliquée a la surface
extérieure et dont la composante harmonique de degré n est p,, les nombres de Love de pression hy,,
kS et £5 définis par

Te Pn Pn Te\ Pn
Ula) = bt — V(a) = 06~ $1(a) = (1 + ky)—
(a) o (a) o 1(a) = ( )p

valent

h;, = —h¢ ky = —k;, 0 = -1,
3. Montrer que, lorsque ce modele de Terre est déformé par une densité surfacique o qui est appliquée
a la surface extérieure et dont la composante harmonique de degré n est o,,, les nombres de Love de
charge hl¢, k!¢ et £¢ définis par

30’n ?)O'n ?)O—ngO
Ula) = —hy = Via) = ) —"— = (L+kf) e
(0) = =hi 5 () =~ 5 010) = (1 + K)o
valent
2 1- 2 1- 2 1-
e = =g Ko = TRk b=

13



Il faut d’abord montrer que la surcharge de densité o crée un potentiel d’attraction

ad 390 (r)”on 0
ext — — - _Pn ‘67
Pext Z2n+1 2 (cos0)

n=0

considérer ensuite que la surcharge de densité o exerce une pression p = goo et, enfin, sommer ces
deux effets.

8.2 Surcharge glaciaire

Calculer la décomposition en harmoniques sphériques de la surcharge o qu’est une calotte de glace polaire.
Supposer qu’il s’agit d’'une mince couche de hauteur h < a, de densité constante p, et formant une calotte
d’ouverture « centrée au pole Nord. Son expression mathématique est donc

o= pghH(a —0)

ou H est la fonction échelon: H(x) =1siz > 0 et H(z) = 0 sinon. Il faut alors calculer les coefficients o]
tels que

T= Y o0, ).
n=0m=—n

En utilisant les relations

1 d
Pl(z) = — (P, —P) t Pl1)=1
n(x) 2n+1dx( n+1 nfl) € n( ) )

on trouve

o= % {(1 —cosa) + Z [PY_i(cosa) — PP 4 (cosa)] PS(COSG)} .

n=1
Les 3 figures suivantes représentent la fonction

N
(1 —cosa) + Z [P)_(cosa) — Py 4 (cos )] PP (cos )
n=1

en fonction de 6 pour o = 7/4 et pour différentes valeurs de N.

14
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8.3 Viscoélasticité — Rhéologie de Maxwell

Selon le modele de Maxwell, un solide viscoélastique possede une équation constitutive du type

d I 1 d d
d—Lj + ;(Iij - g‘sij %:Ikk) = 2#%&3‘ + Adij ; Eﬁkk

15



ou les T';; sont les composantes du tenseur des tensions, les e;; sont celles du tenseur des déformations, A
et p sont les parametres élastiques de Lamé et v est la viscosité. Le solide de Maxwell est généralement
symbolisé par un ressort et un piston disposés en série. Montrer que la transformée de Fourier de cette
équation constitutive s’écrit

Tij = Aoy Z exk + 2[ie;;
k

ou Tj; et e;; désignent les transformées de Fourier de T;; et g;;, respectivement, ou

iwA + E(N+24/3)
iw+ &

A

et ou

W
- R
1w + >

i

Par conséquent, dans le domaine des fréquences, la relation tension-déformation a la méme forme dans le
cas du solide de Maxwell que dans la cas du solide élastique, a condition de remplacer les parametres de
Lamé X et u par AM(w) et fi(w), respectivement. Cette propriété constitue le principe de correspondance.

8.4 Nombres de Love viscoélastiques

1. Calculer les nombres de Love de surcharge viscoélastiques quasi-statiques h/, (w), ki, (w) et £/ (w) d’un
globe homogene et incompressible ayant une rhéologie maxwellienne. Pour alléger les écritures, poser

_ mZ4+4n+3 pu
n pgoa

Hn
et

v

2. Calculer ensuite leurs transformées de Fourier inverses b',,(t), k',,(t) et £, (1)

3. Le déplacement radial de degré harmonique n étant donné par U(a, w) = —h/, (w)Pext ,(a, w)/go dans
le domaine des fréquences, sa transformée de Fourier inverse fournit le déplacement radial ! (a, t)
dans le domaine temporel. u! (a, t) s’obtient donc en caculant le produit de convolution des fonctions
() et (be_xt'n(a, t) qui sont les transformées de Fourier inverses de h/,(w) et ¢ext’,, (a, w):

1 [t

1
__h/n *¢extln - -

ul (a,t) = h
n(@?) go 90 J -

o (t— t’)@'n(a, t')dt’

En supposant qu'une calotte glaciaire s’établit instantanément en ¢ = 0, c’est a dire que (;Sext/ﬂ (a, t) =
¢extln(a)H (t), calculer le déplacement radial viscoélastique subséquent & cette surcharge.

4. Montrer que, lorsque t — oo, le corps se comporte comme un fluide. En déduire ’équilibre isostatique.

5. Enfin, calculer la variation du potentiel en surface.

8.5 Temps de relaxation

Etudier les temps de relaxation 7, en fonction de n. Pour la Terre, considérer les valeurs numériques
caractéristiques suivantes: p = 5515 kg/m?, a = 6371 km, u = 10*! Pa et v = 10%! Pa s.
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9 Formulaire

9.1 Harmoniques sphériques

e Les harmoniques sphériques Y,;™ (6, ¢) sont les fonctions propres relatives aux valeurs propres —¢(£+1)
du laplacien de surface en coordonnées sphériques 6, ¢:

m 9%  cosf 0 1 02 m m
VRV 0.9) = (g + g+ g ) V(0 9) = —H(E+ VY6, )

20+1 (€ —m)!
4w (L +m)!

P"(cos) €™ =Y ™0, o) + iV (0, @)

ou

(1 _xQ)m/Q d€+m
26! dxttm

B (x) = (z% — 1)

e Orthogonalité des harmoniques sphériques:

2
/ / Y, (6, Y’,” *(0, ¢) sinb db dp = Sppr Sy

e Développement de ﬁ:

e 0
T m m
| Z Z 2[_’_]_ 7,,€J<r1 YVZ *(917 SDI) YZ (07 (p)
—0m—— >
our< =inf (r, ') et r~ = sup (r, r’).
9.2 Transformées de Fourier

e TF[4(t)] =1

[ ] TF[eit/TH(t)] = ﬁ—

T

9.3 Systemes sphéroidal et toroidal

aU 22X 1 L+ 1)A

P T A T (2)
dR 5 4pg  Ap(3X+2p) P9 213X +2p) LL+1)

(3)
awv. 1
gl -(V-U)+ - S (4)
s 2u(3) + 240) A
E:[%—%]U—ER { pw—l—ﬂQ[(2€2+2€—1)+2u(€2+€—1)]}v

3 p

% = —4AnGpU (6)
ccii_w:47er€(€+1)V+€(€—2kl)¢l_gw )
r r r r
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d 1
_W:_W_|_1T
dr r I

ar _ 2 2 H 3

ou

d 1d d
WU — ﬂ-i— X——(gU)+—d— <)\X+2ng>

dr

pr dr

av U

i)

+ﬁ[4(dU g>+e(z )(g————

X 1
wQV_ﬂ_£+/\_+_d|: <d_V_K+U>:|
r T por pdr dr r T
dv 1
_ -9 1 =
+pr{[3d + - [5U V —20(0+ )V)]} 0
d2¢1 2 dqbl ((f + 1) dp
2291 — 4 X 4+ £
dr? +7" dr r? ¢1 G (p +d7’U>
PW  2dW E(Z—&-l)W ldu (dW W
W2 Lo+ 1w Lap favy W
W+ [er rodr 72 }_der(dr r)
ou
B=A+2p
X:dU+2U_€(€+1)V
dr T T
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