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Toute la théorie du champ de gravité repose sur la loi de la gravitation universelle énoncée 
par I. Newton en 1686 :

Le point M crée en tout point de l’espace un champ dit 
newtonien qui dérive du potentiel :                                           

r
GM

U =
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Ce potentiel vérifie l’équation de Laplace (1785):                                   0
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Le champ de gravité de la Terre
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Cas de la Terre inhomogène

Le potentiel créé en M(x,y,z) par l’ensemble des points 
de la Terre P(x,h,z) s’exprime :

où  ( ) zhxzhxd ddddm ,,=

et  ( ) ( ) ( )222 zhx -+-+-==D zyxPM

Il satisfait l’équation de Laplaceen tout point extérieur au corps : 

A l’intérieur du corps, les dérivées secondes sont liées par l’équation de Poisson :

(� : densité au point considéré)
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Modélisation du potentiel gravitationnel

Soit :               et              
r
r¢
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on a dans le triangle MOP: 
222 cos2 rrrr ¢+¢-=D q

et donc : ( ) 212cos21
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V est développable en série entière de r , convergente pour r < 1 :
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ou les Pn sont les polynômes de Legendrede degré n en cos q :
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V est une fonction harmonique à l’extérieur du domaine (V), c’est à dire :

- elle a ses dérivées secondes continues,
- son Laplacien est nul.VD

Pn est un polynôme harmonique de degrén qui vérifie :

- l’équation différentielle : 

- la propriété d’orthogonalité : 
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Expressions littérales jusqu’au degré 6 :

Polynômes bornés entre [-1,+1] :
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Equation différentielle de Legendre :

Formules de récurrence (par degré) :

Orthogonalité : 

Formule de Rodrigues :

Dérivation :

Fonction/série génératrice :
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Les polynômes de Legendre (1783)
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( )lljjjjq ¢-¢+¢= coscoscossinsincos

Passage en coordonnées sphériques

Par trigonométrie sphérique entre P(r¢,j¢,l¢) et M(r,j ,l ), 
on établit la relation : 

Chaque polynôme harmonique Pn(cosq) vérifie l’équation 
de Laplace qui, exprimée en coordonnées polaires, vaut:
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dont une solution de type                           fait intervenir les polynômes de Legendre:
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Pn,m cos ml et Pn,msin ml sont des fonctions harmoniques sphériques de degré n et d’ordre m.

Les fonctions de Legendre Pn,mvérifient :

- l’équation différentielle : ( ) ( ) ( )
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Expressions littérales des premiers degrés et ordres (jusqu’aux degré/ordre 4)
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Valeurs aux bornes et au centre: ( )
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Equation différentielle :

Formules de récurrence
(par degré) :

Formule de récurrence
(par ordre) : 

Formule différentielle :
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Relation polynôme / fonction associée de Legendre:

Les fonctions associées de Legendre(de premier type)
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Développement du potentiel terrestre en harmoniques sphériques

V étant développable en harmoniques sphériques, on a :

où : 
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Les termesCn,0 (= –Jn) sont les coefficients de Stokes des harmoniques zonales ;
les termesCn,m, Sn,m sont les coefficients de Stokes des harmoniques tessérales;
les termesCn,n, Sn,n sont les coefficients de Stokes des harmoniques sectorielles.
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d’où : 

et 

Soit en isolant la partie intégrale sous la forme de coefficients Cn,met Sn,m:
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Les fonctions harmoniques sphériques

zonaux

Pn,m(sin� ) sin(m� )     Pn,0(sin� ) Pn,m(sin� ) cos(m� )

tesséraux tesséraux
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Harmoniques sphériques de Laplace : Plm(sinjjj j ) cos mlll l , Plm(sinjjj j ) sin mlll l
de

gr
é 

££ ££
L 

££ ££
¥¥ ¥¥

0 ££££ ordre ££££ degré ££££ L

Longueur d’onde : 
40 000 km / L

Résolution :
20 000 km / L

(j : latitude, l : longitude)

Nombre de paramètres: L(L+2) � L2

L = 6       �              45 / SE-I (1965)
L = 50     �         2 500 / GRIM4 (1991)
L = 120   � 15 000 / CHAMP (2000)
L = 150   � 23 000 / GRACE (2002)
L = 250   � 63 000 / GOCE (2009)
L = 2160 �  4 670 000 / EGM2008
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Amplitudes des coefficients de Stokes normalisés 
(potentiel terrestre)
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Amplitude des perturbations gravitationnelles
une orbite filtre et résonne

k norb » m qTerre

CHAMP orbit : 450 km, 87?;

log10 (pert. 3-D)
(m)

.[R/(R+h)]l » e -2pppp h/ lll l

(l = 2p R/ l)

��



��

La troncature en degré en fonction du type d’orbite
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Tests d’estimation de l’impact de la troncature du champ de gravité sur l’orbite

Recommandation: donner le seuil de précision lié à la troncature
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Les dérives des bas degrés

Référence au 
1er avril 2009



C20 time series from LAGEOS-1 and -2 over 19 years

– 1 mm

– -1 mm

– 0 mm

– -2 mm

G
eoid height (m

m
)

– -3 mm

Aplatissement dynamique (C20) de la Terre 
à partir des données LAGEOS et GRACE
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Potential of gravitation: 

Orbital perturbation:

Geoid height: 

Gravity anomaly: 

Vertical deflection:

Gravity gradient: 
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Modélisations et mesures du champ de gravité
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Puissance spectrale des modèles projetée en hauteur de géoïde
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12.0% of Land

42.9% of 
Land

45.1% of 
Land

5¢´¢¢́´¢´5¢¢¢¢ DDDDg Data Standard Deviations

5¢´¢¢́´¢´5¢¢¢¢ DDDDg Data Availability

An Earth Gravitational Model to Degree 2160: EGM2008
Nikolaos K. Pavlis, Simon A. Holmes, Steve C. Kenyon, and John K. Factor

Problèmes:
� Les sources de données sont de différents 

types: altimétrie sur les océans, gravimétrie 
sur les continents;

� Il n’y a pas de données gravimétriques 
terrestres sur la totalité de la surface de la 
Terre ou elles ne sont pas disponibles;

� La qualité des données gravimétriques et 
leur résolution spatiale sont disparates

Comparaison à EIGEN6-C4 (2014)
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Les résolutions: 
• >1 mGal / 10 km: gravimétrie aéroportée
• >1 mGal / 5 km: altimétrie spatiale
• >1 mGal / 100 m: gravimétrie marine
• 1 � Gal ponctuellement: gravimétrie terrestre
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Puissance spectrale des modèles projetée en anomalie de gravité
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Missions de type GRACE (SST)
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Etude analytique comparative des sensibilités des dérivées successives de la mesure de distance KBR

Sensibilité du type de 
mesure GRACE pour la 
détermination du champ 
de gravité
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2002-2017



Missions de type GOCE (Gradiométrie)
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Sensibilité des gradients sur GOCE
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Etude prospective pour 2 couples de satellites (emotion2, 2016)
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Plan

• La modélisation harmonique

• Les modèles globaux de champ de gravité

• GM et bas degrés

• Modélisations alternatives

• Les corrections de gravité

• Evolution des Conventions



� Degré 0
• Contraint le GM = 398600.4415 � .0008 km3 s-2 (Ries et al., 1992)

� Degré 1
• Contraint le mouvement du géocentre�  système de référence 

� Degré 2
• Contraint le tenseur d’inertie �  rotation de la Terre (équations d’Euler-Liouville)

��

Interprétation des bas degrés

Fixed CoF
� Effet sur l’orbite

(C10, C11, S11 
coefficients)

Fixed CoM
� effet sur le réseau de stations
(Tx, Ty, Tz translations)
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Le degré 0 agit comme facteur d’échelle de la masse conventionnelle M de la Terre:

GM est défini par sa valeur en Temps Coordonné Géocentrique (TCG). Cette constante 
gravitationnelle géocentrique, incluant la masse de l’atmosphère, est en fait déduite de 
l’ajustement d’orbite des satellites Lageos-1 et -2 à partir des données de suivi laser :

GM = 3.986004418 1014 ±8 105 m3 s-2 (IERS Conventions)

Le TCG est une échelle de temps-coordonnée (le t des équations) liée au système de 
référence spatio-temporel géocentrique. Il diffère du Temps Terrestre (TT), temps-
coordonné lié à la réalisation du Temps Atomique International (TAI, appelé temps 
propre mesurable) et rapporté au géoïde:

TT = TAI + 32.184 s  (pour assurer la continuité avec le TE)

Dans cette échelle rapporté à un temps mesurable, GM s’obtient par transformation:

GMTT = GMTCG d(TT)/d(TCG) = GMTCG (1 – LG) = 3.986004415 1014 m3 s-2

C’est la valeur adoptée dans les modèles EIGEN ainsi que dans EGM2008.

Expression du coefficient de degré 0
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aEGM2008 = 6378 136.3 m 
aEIGEN= 6378 136.46 m

� 0 � 1��

(� GM  �  .001 km3 s-2 �   � h � 1 cm)
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Degré 1 :

Le degré 1 définit le centre des masses G de la Terre tel que:

Le degré 1 varie principalement en fonction du transfert saisonnier des masses fluides 
superficielles. Les satellites orbitant autour du centre des masses, cette variation se 
répercute d’autant sur l’origine du système de référence terrestre (le centre de figure) 
dont l’ITRF est la réalisation.
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Séries temporelles du degré 1, converties en géocentre, 
obtenues à partir des données LAGEOS-1 and -2 
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Expression des coefficients de degré 2
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Le degré 2 conditionne le tenseur d’inertie I de la Terre :

La trace de I: Tr(I )=Ixx+Iyy+Izz, est invariante dans l’hypothèse de la conservation de la masse.

S22 S21 C20 C21         C22
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Séries temporelles des termes C21/S21 à partir des 
données LAGEOS-1 and -2 



Observations:
pole motion and LOD 
from GPS, SLR, VLBI

Euler-Liouville equations

Geodetic excitation function
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Mass excitation from C21/S21
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• La modélisation harmonique

• Les modèles globaux de champ de gravité

• GM et bas degrés

• Modélisations alternatives

• Les corrections de gravité

• Evolution des Conventions
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Modélisation polyhédrique
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Ondelettes de Poisson
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Approche par l’intégrale de l’énergie
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Masses surfaciques (mascons)

L’accélération gravitationnelle de masses surfaciques est calculée directement par l’équation de 
Newton dans le repère tournant lié au corps central:

��� � 	
R S
TU� U

� U
� � �

U

#

U
où G : constante gravitationnelle

� : densité (ex.: 1000 kg m-2 pour l’eau)
si : surface du ie élément
hi : hauteur due ie élément

: vecteur du ie élément au satellite S exprimé dans le repère tournant lié au 
corps central

di : distance au ie élément au satellite S
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Approche directe
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� Filtrage par valeurs propres

� Filtre gaussien(produit de convolution du signal par un filtre 2D,
en général de rayon 400 km pour les modèles GRACE)

� Filtres DDK (filtre anisotrope - convolution par matrice de covariance synthétique à partir de la 
cartographie des observations inter-satellites)

Problème du filtrage a posteriori: « mange du signal» ��

Le besoin de filtrage
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Plan

• La modélisation harmonique

• EGM2008 et les modèles plus récents

• GM et bas degrés

• Modélisations alternatives

• Les corrections de gravité

• Evolution des Conventions
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• les marées terrestres

• les marées océaniques

• les marées polaires terrestre et océanique

• les courants océaniques

• la pression atmosphérique

• l’hydrologie

• le rebond post-glaciaire

• la tectonique

• les tremblements de Terre

Les variations du champ de gravité



��



Le potentiel de marée terrestre : théorie de Love (1909)

Equipotentielle de surface : U (r, j , l ) = C

Le potentiel de marée introduit une déformation de l'équipotentielle

telle que :

soit:                                                               , d’où:

Dans une hypothèse de Terre élastique, le déplacement de la croûte terrestre doit être proportionnel
à l'excitation.

Excitation :

Déplacement : , hl : nombre de Love (sans dimension) de déformation verticale

L'incrément de potentiel externe engendré par la
déformation élastique de la Terre est proportionnel au
potentiel d'excitation. Il s’exprime au degré 2 à la
surface de la Terre:

U : potentiel terrestre
UP : potentiel excitateur

k2 : nombre de Love (sans dimension) de potentiel
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Par trigonométrie sphérique entre P(rp,dp, ap) et M(r,j ,l ), on établit la relation : 

et P20(cosy ) s’explicite:                                                soit:

Dans le cas de la lune ou du soleil, la moyenne de P20(sin dp) s’exprime : 

,  � 0 = 23°26’21.4”, inclinaison de l’écliptique

D’où:

( )ppp coscoscossinsincos a-ldj+dj=y

Le potentiel de marée permanente
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IAG resolution
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Modèle “Zero Tide”
Le potentiel terrestre tient compte 
de la déformation géométrique
de marée permanente (-h2Up0).
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IERS Conventions

Les modèles globaux (tels EIGEN) sont classiquement donnés en système “Tide Free”, 
quoique la résolution 16 de l’IAG (à la 18e Assemblée Générale, 1984)  recommande 
le système “Zero Tide”.



mean tide – zero tide

mean tide - tide free

zero tide - tide free

La déformation de marée permanente sur le géoïde

35.26°

In tide free system:

ae = 6 378 136.57 m

1/f = 298.25767

In mean tide system:

ae = 6 378 136.70 m

1/f = 298.25227

In zero tide system:

ae = 6 378 136.60 m

1/f = 298.25642

R[� C20] perm= -.198 m    �

Nmean– Nzero= -.198 (1.5 sin2j -.5)

Nzero– Nfree = -.198 k2 (1.5 sin2j -.5)

Nmean– Nfree = -.198 (1+k2) (1.5 sin2j -.5)
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Les modèles récents de champ de gravité contiennent des termes 
C21/S21. Toutefois, lorsque ces termes sont manquants, il est 
possible de les introduire géométriquement en assimilant l’axe 
du pôle moyen (PM) à l’axe d’inertie en Z (où ces coefficients 
sont nuls par définition) par rotation du potentiel de degré 2. Il 
apparait alors des termes C21/S21 dans le TRF tels que:
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Le pôle moyen IERS

IERS conventions 2010: polynôme cubique sur la période 1976-2010 (t0 = 2000):
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Complété par une extrapolation linéaire après 2010 (t0 = 2000):
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TRF

pôle moyen

Remarques:
- les rotations de TRF à J2000 (référentiel du calcul d’orbite) sont globales et conformes aux Conventions (SOFA);
- les modèles variables GRACE contiennent des termesC21/S21 ajustés, ce qui rend cette correction caduque;;
- les coordonnées du pôle moyen sont utilisées pour calculer la déformation visco-élastique de marée polaire. 
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Explication au premier ordre: avec

Soit en appliquant la transformation du pôle TRF au pôle moyen: 

il vient au premier ordre:

et �j �] se développe en:

D’où au 1er ordre, l’apparition de termes               dans le TRF:
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La correction de système de référence terrestre
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Valeurs du pôle moyen 2010.5 et des coefficients C21/S21 
ajustés (en vert) ou transformés (en rouge)Recommandation:

- Appliquer la correction pour les modèles dépourvus de termes 
(annuels) C21/S21

Question (relative à la marée polaire):
- Quelle définition du pôle moyen se rapproche le plus du pôle 
d’inertie?
- Comment introduire une réponse élastique long terme sur les 
écarts de pole moyen?

pôle moyen
Y
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Evolution des recommandations

® La valeur conventionnelle du GM est-elle à revoir?

® Faut-il introduire des coefficients de degré 1?

® Clarifier la recommandation « tide free » versus « zero tide »

® Quelle variations du pôle moyen (C21/S21) prendre en compte?

® Quel(s) modèle(s) de champ de gravité statique/variable utiliser?

® Assurer la cohérence des conventions entre les « piliers » de la 
géodésie ! 
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COST-G
International Combination Service for Time-variable Gravity Field Solutions

(IGFS/IAG Service proposal)
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COST-G provides:

· Combined gravity field solutions in SH coefficients (Level-2 products) derived 
from a weighted combination of individual normal equations (NEQs) generated 
by the different ACs,

· Spatial grids (Level-3 products) of the Combined Solutions for hydrological, 
oceanic and polar ice sheets applications.

COST-G performs a quality control of the combined models as well as of the 
individual AC contributions before combination. 
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R. Gross
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Cohérence entre les domaines de la géodésie spatiale


